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Contribucion a la Teoria de la Estimacion Robusta de Escala en
Modelos de Regresion No—paramétricos

Cuando los datos utilizados para ajustar un modelo de regresiéon no—paramétrico homoscedasti-
co estan contaminados con valores atipicos, es necesario utilizar estimadores robustos de la
escala para obtener estimadores robustos de la funcion de regresion. En esta tesis proponemos,
para disenos fijos, M —estimadores de escala construidos en base a las diferencias sucesivas de
las variables respuesta. Estos estimadores son una version robusta del estimador propuesto por
Rice (1984). Bajo condiciones de regularidad, obtenemos consistencia y normalidad asintética
de los M —estimadores de escala. Estos estimadores varian en términos de sus propiedades de
robustez. Por esta razon, cuantificamos la robustez de un estimador por la via del sesgo méxi-
mo y demostramos que los M —estimadores alcanzan el maximo punto de ruptura asintético

de 1/2.

Los resultados previos se generalizan a modelos de regresiéon no—paramétricos heteroscedasti-
cos, introduciendo la familia de los M —estimadores locales de escala. Establecemos también la
consistencia y normalidad asintética de esta familia. Estudiamos ademas el comportamiento
asintotico de los M —estimadores locales de escala, cuando estan basados en nucleos, para
ventanas adaptivas.

Finalmente llevamos a cabo un estudio de simulacién para comparar el desempeno de los
M —estimadores, sobre muestras finitas, en relacién a otros estimadores.

Palabras Claves: regresiéon no—paramétrica, diseno fijo, homoscedasticidad, heteroscedastici-
dad, robustez, M —estimadores, maximo sesgo asintético, punto de ruptura asintético.
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Contribution to The Theory of Scale Robust Estimation in
Nonparemetric Regression Models

When the data used to fit a homoscedastic nonparametric regression model are contami-
nated with outliers, robust scale estimators are needed in order to obtain robust estimation
of the regression function. In this thesis we develop, for fixed designs, M —estimators of scale
constructed from consecutive differences of the responses. Our proposal robustifies the esti-
mator considered by Rice (1984). Under regularity conditions, we derive consistency results
and asymptotic normality of the M —estimators. The estimators in this family vary in terms
of their robustness properties. We quantify the robustness of each estimator throughout the
asymptotic maximum bias and we prove that M —estimators achieve the maximum asymptotic
breakdown point of 1/2.

The previous results are generalized to heteroscedastic nonparametric regression models,
introducing a family of local scale M —estimators of scale. We also obtain consistency and
asymptotic normality results for this family. We study the asymptotic behaviour of the local
M —estimators of scale based on kernel weights using random bandwidths.

Finally, we conduct a simulation study to compare the finite sample performance of the
M —estimators, with that of other competitors.

Keywords and phrases: nonparametric regression, fixed design, homoscedasticity, heteroscedas-
ticiy, robustness, M —estimators, maxbias, asymptotic breakdown point.
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Capitulo 1

Introduccion

Consideremos el siguiente modelo de regresion no-paramétrico
Y, =g(x;) + Uio(x;), i=1,...,n, (1.1)

donde {Y;}_, son las respuestas observadas, {x;}"_; son puntos de diseno fijo (valores reales,
no aleatorios, en el intervalo [0,1]), g : [0,1] — IR es la funcién de regresién, desconocida,
{U;}1_, representan los errores y son v.a.’s i.i.d. (variables aleatorias independientes e idénti-
camente distribuidas) con distribucién comin Fp. La funcién de escala, o : [0,1] — IRT,

donde IR* = {z € IR: x > 0}, es también desconocida.

Tanto para la funciéon de regresion como para la de escala no se supone ningiin modelo
paramétrico y el objetivo de este trabajo consiste en obtener estimadores robustos de la funcién

de escala, que no dependan de una estimacion previa de la funciéon de regresion.

Vale la pena observar que, si el error U tiene media cero y varianza finita entonces, dado

z € [0,1], el modelo Y = g(x) + Uc(z) satisface que E(Y) = g(x) y Var(Y) = o?(x). Por



CAPITULO 1. INTRODUCCION 2

esta razén, nuestro trabajo extiende a un contexto mas general, que no requiere la existencia

de momentos, las propuestas dadas previamente por varios autores.

Ya sea cuando la funcién de escala o(z) = o es constante (modelos homoscedasticdos), o
bien cuando dicha funcién no lo es (modelos heteroscedésticos), el problema de la estimacién

de o(x) es importante por diferentes razones.

Ademads de ser o(z) o o?(x) un pardmetro de interés por si mismo, hallar estimadores de
la funcién de escala es esencial para obtener estimadores robustos puntuales de la funcion
de regresion (Buckley et al., 1988) como también intervalos de confianza para la misma. En
el contexto heterosceddstico, surgen problemas reales donde la estimacién de o(z) es impor-
tante ya sea, porque es intrinsecamente una funcién de interés, o bien porque en los datos
se presentan violaciones severas al supuesto de homoscedasticidad. Un ejemplo de la primera
situacion se presenta en Ruppert et al. (1997). Dichos autores mencionan (y estudian) cémo
en modelos de turbulencia ademas de la necesidad de estimar esperanzas condicionales tales
como la velocidad media de las particulas, también son esenciales la varianza de la velocidad
y sus derivadas. Un ejemplo de la segunda situacién se da en Holst et al. (1996) (discutido
también en Ruppert et al. , 1997). En este trabajo, utilizando regresiéon polindmica local, se
evaliia la concentracion de mercurio atéomico en la atmoésfera. La concentracion es propor-
cional a la derivada de la funcién de regresién pero, debido a la clara heteroscedasticidad, se
debe estimar la funcién de varianza (los autores lo hicieron paramétricamente) para obtener
aberturas de ventana satisfactorias para la estimacion de la derivada y, posteriormente, para

estimar la varianza de la cantidad de contaminante en determinada area.
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Otros campos donde la estimacién de o?(x) importa son, por ejemplo, control de calidad,
ensayos inmunoldgicos, calibracién y estimacion de limites de deteccion (ver Hall y Carroll,
1989). Para una lista méas exhaustiva de aplicaciones se puede consultar a Carrol y Ruppert

(1988) y Brown y Levine (2007).

Haremos una breve resena histérico—conceptual de las diferentes propuestas de resolucién
del problema de la estimacién de la funcién de escala cuando es constante (o(z) = o). Como
se sostiene en Dette et al. (1998) la clase de estimadores de 0% que cubre la mayorfa de las
aproximaciones clésicas al problema de la estimacién se basa en formas cuadréticas del vector
de respuestas; es decir, los estimadores son de la forma 2 = Y'DY /tr(D) donde D es una
matriz conveniente, Y = (Y3,...,Y},) es el vector de respuestas y tr(D) denota la traza de la

matriz.

A su vez, dicha clase puede dividirse en dos grandes subclases. En una de ellas los esti-
madores son, o bien de tipo spline, o bien basados en nicleos donde la propuesta consiste en
estimar o2 con una suma de cuadrados de residuos provenientes de un ajuste no—paramétrico.
En esta direccion y en el contexto de los modelos homoscedésticos, se encuentran los trabajos
de Wahba (1978), Hall y Carroll (1989), Hall y Marron (1990), Buckley et al. (1988) y Carter

y Eagleson (1992).

El inconveniente de estos estimadores (Dette et al. 1998) es que dependen explicitamente
de la eleccién de un parametro de suavizado, lo que requiere conocer el cociente entre la
1
variacion de la funcién de regresion g, medida a través de / [¢"()] dt y de o2, con lo cual,
0

desde un punto de vista practico, su uso es limitado.
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Otra de las subclases, que es la de nuestro interés, esta compuesta por estimadores basados
en diferencias. La primera propuesta de estimadores de este tipo fue dada por Rice (1984)

quien propuso estimar o? a través de

n—1 2
2 1 1
~2
= o SYia Y-V )
T 8- 2) ( 1 “)

@
Il
)

y, finalmente, Hall et al. (1990) generalizaron los estimadores descriptos anteriormente, con-

struyendo los estimadores basados en diferencias de orden r, definidos como

2
1 n—ms ma
~2
UH,n - (n — T) Z ( dk}/;-i-k) )

t=mi1+1 k=—mq

donde {d;}"  es una sucesién en IR tal que Y . d; =0y >, d? =1, donde d_,,, dp, # 0,

mi
my y mg son enteros no negativos y r = my + meo denota el orden del estimador. Asi el
estimador de Rice (1984) es de orden 1 con dy = 27Y/2 y d; = —27/2 mientras que el de

1/2

Gasser et al. (1986) es de orden 2 con d_; = —6"2, dy = (3) ydi = —671/2,

Los estimadores basados en diferencias no alcanzan la tasa de convergencia éptima, en
el sentido del error cuadréatico medio, que si es alcanzada por algunas de las familias de la

subclase anterior basada en residuos de un ajuste no—paramétrico previo. Sin embargo, entre
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sus ventajas podemos mencionar que tienen menor sesgo para muestras de tamano pequeno y
sobre todo que, dada la elementalidad de su calculo, requieren de un esfuerzo computacional

mucho menor.

Los dispositivos de estimacion de la escala global pueden extenderse a modelos donde la
escala depende de los puntos del disenio (modelos de escala local). En este sentido recomen-
damos consultar los trabajos de Miiller y Stadtmiiller (1987) y, més recientemente, de Brown

y Levine (2007).

Todas las familias de estimadores presentadas hasta ahora tienen un buen desempeno (en
diferentes sentidos de optimalidad) bajo el supuesto de que los errores siguen el modelo central
Fy (sea éste normal o no), es decir U; ~ Fy, ¢ = 1,...,n. Sin embargo cuando una fraccién de
los errores sigue una distribucién diferente a la del modelo central (introduciendo outliers o
datos atipicos en los datos) dichos procedimientos se vuelven altamente sensibles provocando
que la estimacion se aleje considerablemente del verdadero valor del pardametro. Es por ello
que es necesario desarrollar procedimientos que sean resistentes o robustos a la presencia de

outliers.

En el contexto no—paramétrico los estimadores robustos de escala son, ademas, necesarios,
por ejemplo, para computar estimadores robustos para la propia funciéon de regresion; ver
Hérdle y Gasser (1984), Hérdle y Tsybakov (1988), Boente y Fraiman (1989), y las referencias
que alli se mencionan. Otras aplicaciones incluyen la deteccién de outliers como en el trabajo de
Hannig y Lee (2006), la seleccién robusta de la abertura de ventana para mejorar la precision

de la estimacién de la funcién de regresién; ver los trabajos de Boente et. al (1997), Leung et
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al. (1993), Cantoni y Ronchetti (2001) y Leung (2005).

Boente et al. (1997) introducen, en el contexto de la selecciéon robusta de la abertura de

ventana el siguiente estimador de la escala global o

~ Dy

OrM,n — \/—(D (3/4)

donde ¢y /5 es el cuantll o mediana de las diferencias absolutas |Y;41 — Yi|,i=1,...,n

En la presente tesis proponemos una generalizacion de este estimador de la escala global,
que denominaremos M —estimador de escala basados en diferencias definidos como solucion

de ecuaciones del tipo

n—1
+1 = o
S () -
1

donde x : IR — IR{ = [0,00) es una funcién de escores y a y b son constantes de ajuste
cuyas propiedades seran especificadas luego.

Originariamente, los M —estimadores de escala (aunque en otro contexto) fueron intro-

ducidos por Huber (1964); ver también Martin y Zamar (1989).

Cuando la escala es local, para estimar o(z), con = € (0, 1), introducimos los M — esti-

madores de la escala local basados en diferencias definidos, andlogamente, como soluciones de
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ecuaciones del tipo

n—1
Yi - Y,
Yt () =

i=1

donde x, a y b son como antes y {w,, ;(z)}!; es una familia de funciones de pesos que ponderan
mas las observaciones correspondientes a los x;’s cercanos a x, tales como los pesos basados

en nucleos o en vecinos mas cercanos.

Son varios los motivos por los cuales es importante contar con estimadores preliminares
de escala en lugar de estimar conjuntamente la funcion de regresion y la de escala. Una de las
razones es el aumento de la complejidad ya que se requiere hallar la solucién de un sistema
de ecuaciones no lineales. Una segunda razén, particularmente importante en el contexto
heteroscedastico, es la posible pérdida de robustez de los estimadores de la funcién de regresion
si se estima conjuntamente con la escala. Esta conjetura se basa en el hecho de que en el modelo
de posicion—escala Y = p + oU la estimacion simultanea de posicién y escala provoca que el
estimador robusto de p no alcance el punto de ruptura 6ptimo de 1/2. Ver la seccién 3.2.4 de

Maronna et al. (2006).

A continuacién, describimos el esquema del desarrollo de nuestro trabajo. En el Capitulo
2, introduciremos conceptos y resultados de teoria asintética existente en la literatura, que
seran necesarios para probar los resultados asintéticos de los M —estimadores de escala. En
el Capitulo 3, definiremos formalmente los M —estimadores de escala basados en diferencias

sucesivas cuando la funcion de escala es constante, es decir, el modelo es homoscedéstico.
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Enunciaremos y probaremos la consistencia y la normalidad asintética de la sucesiéon de dichos
estimadores. Mostraremos ademas que, asintéticamente, alcanzan el punto de ruptura éptimo
de 1/2 utilizando para ello la teoria del sesgo maximo. Realizaremos también un estudio de
simulaciéon para muestras finitas comparando los M — estimadores tanto con un estimador
no robusto como con otros dos estimadores robustos. En el Capitulo 4, introduciremos los
M —estimadores locales basados en diferencias sucesivas para estimar la funcién de escala
en el caso de modelos heteroscedasticos. Probaremos consistencia y normalidad asintética
de los estimadores de esta familia. Estudiaremos el comportamiento asintotico de los M —
estimadores locales basados en nicleos para sucesiones de aberturas de ventana adaptivas.
Finalmente, llevaremos a cabo un estudio de simulacién para muestras finitas. En el Capitulo
5 realizaremos una breve sintesis de las conclusiones arribadas. En el Apéndice A se demuestran
resultados auxiliares. En el Apéndice B se muestran los cuadros y gréaficos de los resultados

correspondientes a las simulaciones Monte Carlo.



Capitulo 2

Elementos Generales de Teoria
Asintotica

En este Capitulo introduciremos algunos elementos de teoria de probabilidad sobre espacios
métricos que se utilizaran en las demostraciones sucesivas a lo largo de la tesis. La mayoria de
las definiciones y demostraciones pueden ser halladas en los textos de Huber (1981), van der
Vaart (1998) o Billingsley (1968, 1979) y no mencionaremos especificamente la fuente, salvo
que nos interese destacar alguna particularidad. Para aquellos resultados que no se encuentren

en los textos mencionados citaremos la bibliografia.

Definicién 2.1 Sea P la coleccion de las medidas en probabilidad sobre (S,S ), donde S es un
espacio métrico con métrica d y S es la o—dlgebra de Borel asociada (o sea, aquella generada
por los conjuntos abiertos del espacio). Una sucesion {P,},>1 de elementos de P se dice que
converge débilmente a P € S y escribimos P, = P si

lim | fdP, = / fdpP

n—oo
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para toda funcion continua y acotada f: S — IR.

A P se la puede dotar de una topologia, denominada topologia débil, tomando como base

de entornos de un punto P € P a la coleccion

/SfidQ—/SfidP‘<e 1§z’§k:}

donde f;, 2 = 1...,k son funciones reales, continuas y acotadas sobre S y € € IR es positivo.

{QEP:

De este modo la convergencia débil es la convergencia en esta topologia.

La topologia débil, bajo ciertas condiciones sobre el espacio S es metrizable. La siguiente

proposicion da una de las posibles métricas o distancias.

Proposicién 2.1 Sea 7 : P x P — IR la funcion definida como
7(P,Q) =inf{e >0: P(A) < Q(A°) +e VA e S}

donde A® = {x €S infd(z,a) < e}.

acA
Entonces  es una métrica sobre P y si, ademds, S es separable y completo entonces (P, )
resulta también un espacio métrico, separable y completo y m metriza la topologia débil. A ©

se le denomina la métrica de Prohorov.

La métrica de Prohorov no es la tinica que metriza la topologia débil. Otra, por ejemplo, es

la métrica acotada de Lipschitz.
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Consideremos a IR con la métrica usual, B(IR) la c—&algebra de Borel asociada y D, como en
la Definicion 3.1, la colecciéon de funciones de distribucién sobre IR. Utilizaremos la convencion
usual de denotar con la misma letra F' tanto una medida en probabilidad como su funcién de

distribucion asociada. Definamos las siguientes dos colecciones de funciones:

Cu(IR) = {f: f:IR — IR es una funcién uniformemente continua y acotada}

CrL(IR) = {f: f:IR — IR es una funcién continua Lipschitz y acotada}
y, para cada f € Cr(IR), sea

I/l =min{k : [f(z) — f(y)| < klz —y[,Vz,y € R} (2.1)

Enunciamos a continuacion la siguiente versién de un lema bien conocido.

Proposicién 2.2 Lema de Pormanteau.

Sean {F, }n>1 y F medidas en probabilidad (o funciones de distribucion) sobre (IR, B(IR)).

Son equivalentes:
(i) F, = F;
(i1) lim /den:/de para cada f € Cy(IR);

(i4i) lim /den:/de para cada f € Cr(IR);

(i) liminf F,,(G) > F(G) para cada conjunto abierto G
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(v) limsup F,(T) < F(T) para cada conjunto cerrado T';

n—oo

(vi) lim F,,(H) = F(H) para cada H € B(IR) tal que F(OH) = 0 donde OH es la frontera

n—oo

de H.

Observemos que, si consideramos {X,, },>1 v X v.a’sy {F,}n>1 v F sus correspondientes

funciones de distribucién, el item (vi) del Lema de Pormanteau implica el concepto usual de
. . d .

convergencia en distribucién, que denotaremos con X,, — X; a saber, que lim,_,, Fy,(z) =

F(z), para cada punto de continuidad, x, de F'.

Dado que los M —estimadores estan construidos a partir de diferencias sucesivas de obser-
vaciones, los teoremas clasicos de convergencia basados en sumas de variables independientes
no pueden ser aplicados (ya que las diferencias no seran independientes). Presentamos a con-
tinuacion las definiciones y resultados que nos interesan sobre convergencia de sucesiones de

variables dependientes.

Definicién 2.2 Dada una sucesion de v.a.’s {&;}i>1, sea F)' = o(&,n < i < m) la c—dlgebra
generada por {&, n <i<m}. Se dice que la sucesion es m—dependiente si las o—dlgebras

]:J’.“ll, . ,.7-"37 son independientes para k; 1 +m < j; para i = 2,... L.

Definicién 2.3 Si A y B son dos o—dlgebras de eventos, definamos

¢ (A, B) = sup |P(B|A) — P(B))] .
A€A,BEB,P(A)#0

Una sucesion de v.a.’s, {&}is1, se dice p—mezclante si lim,, .o ¢(n) = 0 donde p(n) =
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sup ¢ (]-"f, ,fin), con F*, 1 <n,m < oo, como en la Definicion 2.2.
k>1

Observacion 2.1 Es claro que si una sucesion de v.a.’s {&;}i>1 es m—dependiente entonces

resulta p—mezclante.

La siguiente proposicion se encuentra enunciada, aunque no demostrada, en Billingsley

(1979, pags. 75 y 257). En el Apéndice A damos la demostracion.

Proposicién 2.3 Ley Fuerte de los Grandes Numeros para v.a.’s m—dependientes.

Sea {&:}i>1 una sucesion de v.a.’s m—dependientes, centradas y uniformemente acotadas.

Entonces, Y &/n 2250, donde =25 denota la convergencia casi sequra.
La siguiente proposicién puede ser hallada en Peligrad, M. y Utev, S. (1997, Teorema 2.2).

Proposicién 2.4 Distribucion asintotica de procesos p—mezclantes.

Sea {an;} un arreglo triangular de nimeros reales tales que

n

2 7’ ’
sup g a,; <00 y lm méx |a,;| =0, (2.2)
n>1 % T n—oo 1<i<n
>1 52

y sea {& }i>1 una sucesion de v.a.’s centradas que verifique las siguientes condiciones:

n

Zam&] = 1. (2.3)

i=1

{2}i>1  es una familia uniformemente integrable y =~ Var
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Si ademds {&;}i>1 es una sucesion p—mezclante, entonces

n

d
> ani& == N(0,1). (2.4)
i=1

Necesitamos introducir el concepto de ajuste que sera utilizado para obtener resultados

adicionales de teoria asintdtica.

Definicién 2.4 Sean P y (S,S) como en la Definicion 2.1. Una familia, 11, de medidas en
probabilidad se dice ajustada si para cada € > 0 existe un conjunto compacto, K, en S tal que

P(K)>1—¢, para toda P € II.

Consideremos C' = C[0, 1] el espacio de las funciones continuas sobre el [0, 1], al cual se
lo dota con la topologia uniforme definiendo la distancia, d, entre dos puntos z,y € C' como

d(z,y) = sup |z(t) —y(t)|. Sea C la o—dalgebra de Borel asociada.
te€[0,1]

Sea X : (2, A, P) — C una aplicacién, con lo cual, para cada w € Q, X(w) € C' y cuyo
valor en ¢ € [0, 1], se denotard con X (¢,w). Asi, para un t fijo, X(¢,-) denotard una variable
aleatoria definida sobre €2 con valor X (¢,w), para cada w € €2. Asumamos que X es un funcién
medible a la que llamaremos elemento aleatorio de C. Se dice que una sucesion {X,, },>; de
elementos aleatorios de C' es ajustada si las medidas en probabilidad inducidas, { Px, },>1, son

una sucesion ajustada.

Las proposiciones que siguen dan condiciones suficientes para determinar ajuste en el

espacio C.
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Proposicién 2.5 Una sucesion {X,},~, en C es ajustada si y solo si satisface las siguientes

dos condiciones:

(i) La sucesion {X,(0)},5, es ajustada.

(1)) Ve, n>030<0<1ynge IN:

P ( sup | X, (t) — X,(s)| > e) <n, Yn>mno.

[t—s|<d

Proposicién 2.6 Una sucesion {X,},., en C es ajustada si satisface las siguientes dos

condiciones:

(i) La sucesion {X,(0)},5, es ajustada.

(i1) Existen constantes v > 0, a > 1 y una funcion, F', continua y no—decreciente sobre [0, 1]

tal que ¥ ti,to € [0,1],n € IN y A € IR*:
P(1Xa(t2) = Xalt)] 2 V) < 55 [F(t2) = F(0)|" 2:5)
La siguiente condicion de momentos implica (2.5)
E[|Xn(t2) = Xn(t)["] < |F(t2) — F(t2)]" (2.6)

Observacion 2.2 FEl intervalo [0, 1] se puede reemplazar por cualquier otro intervalo [r, s| con

r<s.
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Finalmente introduzcamos el problema, de nuestro interés, al cual esta vinculado la nocién

de ajuste. La convergencia débil en C no se deriva, en general, de la convergencia de las dis-

tribuciones finito-dimensionales. Para ser mas precisos, dados t1, ..., € [0, 1], consideremos
la funcién m;, _; : C — IR* definida como m;, _; (z) = (2(t1),...,z(t)). La continuidad
de m, ..+, implica que si P, = P en (C,C), entonces las distribuciones finito-dimensionales

P,y ltk convergen débilmente a P, ,lm,tk, cualesquiera sean tq, . .., ;. La reciproca no es vali-
da en el espacio C. La siguiente proposicion da una condicion suficiente para la convergencia

débil en C.

Proposicién 2.7 Sean P, y P medidas en probabilidad sobre (C,C). Si las distribuciones
finito—dimensionales de P, convergen débilmente a aquellas de P, y si la sucesion {P,},>1 es

ajustada entonces P, = P.



Capitulo 3

Estimacion de la escala global

3.1. Preliminares

Antes de presentar el problema especifico objeto de este Capitulo, necesitamos introducir

el concepto de entorno de contaminacién (ver Huber, 1981, pag. 11).

Definicién 3.1 Sea D la coleccion de las funciones de distribucion definidas sobre la recta
real. Dada Fy € D fija, el entorno de contaminacion de Fy, de tamano € € (0,1), se define

P(Fo) ={G: G(y) = (1 —e)Fo(y) + eH(y); H € D,y € IR}. (3.1)

Observacién 3.1 Es importante mencionar que, si bien en la literatura P.(Fy) es denom-
wmado entorno de contaminacion, no constituye un entorno en un sentido topoldogico. Para
dar entornos en el sentido topoldgico, se introducird en la Subseccion 2 la topologia de la

convergencia débil.

17
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Precisemos ahora el modelo sobre el cual vamos a trabajar en el presente capitulo.

Definicién 3.2 Modelo de Regresiéon No—paramétrico con Escala Global

Consideremos el modelo

Yi=g(x;)+oU, i=1,...,n. (3.2)

donde {Y;}"_; son las respuestas observadas, {x;}"_; son los puntos del disenio (valores reales,
no aleatorios, en el intervalo [0,1]) tales que 0 < 1< ... < x, <1, g :[0,1] — IR es
la funcion de regresion, desconocida, {U;}!_, representan los errores y son v.a.’s i.i.d. con

distribucion comin G € P(Fy), € € [0,1/2) fijo y Fy € D es el modelo central. La escala

o € IRT es desconocida.

Los métodos clésicos (no robustos) de estimacién suponen que la totalidad de los errores
provienen del modelo central Fjy. En el contexto de la estimacion robusta se supone, en cambio,
que la mayoria de las observaciones Y; del modelo es de buena calidad (los errores se distribuyen
segin Fy) excepto una fraccion, €, que es posiblemente de mala calidad (los errores provienen
de una distribucién arbitraria). Esta nocién intuitiva se formaliza con la suposicién de que G
pertenece a algin entorno de contaminacién P.(Fp).

Como se mencioné anteriormente, Rice (1984), propuso utilizar como estimador de o2

el promedio de los cuadrados de las diferencias sucesivas de las respuestas. Dado que este

estimador pesa las diferencias utilizando una funcién no acotada (la funcién cuadratica) resulta



CAPITULO 3: PRELIMINARES 19

no robusto (ver Seccién 3.3). Boente et al. (1997), en vistas de la selecciéon robusta de la
abertura de ventana, proponen reemplazar el promedio de los cuadrados por la mediana de
los valores absolutos de las diferencias sucesivas obteniendo asi una propuesta robusta de

estimacion.

Ambos estimadores pueden ser generalizados por medio de la siguiente definicién. Antes
de enunciarla introduzcamos la siguiente notacion que serd util a lo largo de toda la tesis:

dadas Z;,...,Z,, n v.a.’s, definimos las diferencias sucesivas como
* .
Zz' :Zi+1_Zi7 ’L:]_,...,n—]_. (33)

Definicién 3.3 Para el Modelo introducido en (3.2), definimos la familia de M —estimadores
de escala basados en las diferencias sucesivas de las respuestas {Yi*};:ll con funcion de escores

X y constantes de ajuste a y b como

n—1
1 Y*
Oy = inf {s >0: X <—Z) < b} . (3.4)
n—14 as

=1

La funcion x : IR — IR§ es par, x(0) = 0, no decreciente en IR*, con 0 < ||x|l« (siendo

| - oo l@ norma infinito). Las constantes a € (0,00) y b € (0,1) satisfacen

Elx(Z)]=b y E {x (%)} =10, (3.5)

donde Zi = Zy — Z1, {Zi};_y 5 v-a.’s i.i.d. con Zy ~ Fy.
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Para abreviar, a 0y, le llamaremos simplemente M —estimador.

Hay que tener en cuenta que el infimo en (3.4) es necesario cuando la funcién de escores es

discontinua. Sin embargo, para desarrollar la teoria asintética y las propiedades de robustez

asintotica en esta tesis vamos a hacer el siguiente supuesto.

Hipétesis 1 La funcion de escores x es continua, acotada, par, estrictamente creciente sobre
el conjunto {x : x(z) < ||x|l.} con x(0) = 0. Sin pérdida de generalidad, supondremos que

Observacién 3.2 Bajo la Hipdtesis 1, 0, es la tunica solucion positiva de la ecuacion

nilzx(z—s) =1, (3.6)

siempre que q(D) > b, donde D = (Y{,..., Y 1) ¥y
1 : . :
¢D) = —=#{i: Y7 #0i=1- ,n—1}. (3.7)
n—

Observemos que a,,,, es un miembro genérico de una familia, cuyos elementos particulares
corresponden a diferentes elecciones de la funcion de escores y y las constantes de ajuste a y
b. Como se verd en la Seccién 3.3 la eleccién de x no es crucial para asegurar que 0, alcance

las propiedades de robustez asintoticas, aunque si lo es la eleccion de la constante b.
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Veremos también que, dada b, la constante a es elegida de tal modo que, cuando no hay
contaminacién en los datos (o sea, en el modelo central), el funcional (definido més abajo)

asociado a la sucesién de M —estimadores {7y, } resulte consistente Fisher.

n>1

A continuacién, damos ejemplos de M —estimadores de escala para distintas elecciones de
X, b v a cuando el modelo central es F = ®. Cada uno de los estimadores se halla eligiendo
primero la funcién de escores, luego se determinan las constantes a y b que satisfacen (3.5)
y el estimador resulta de la solucién de la ecuacién (3.6). En los ejemplos I4(+) es la funcién
indicadora sobre el conjunto A y, dado t € (0,1), ¢ denota el cuantil ¢ de las diferencias

absolutas |Y*, i =1,...,n— 1.

Ejemplo 3.1 Para x(x) =22, b= 1y a = /2 la solucién de (3.6) es el estimador de escala

propuesto por Rice (1984)

n—1 1/2
Orpn = (ﬁ Z(Yz*)2> ) (3.8)

al cual le denominaremos “estimador de Rice”.

Ejemplo 3.2 Si x(z) = Iy jy=0-13/4(2), b = 1/2 y a = V/2 entonces la solucion de (3.6)

es el estimador de escala propuesto por Boente et al. (1997)

a\-BFM,n = —QI/2 (3.9)

V20-1(3/4)

al que le llamaremos “estimador de Boente, Fraiman y Meloche”.
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Ejemplo 3.3 Si x(z) = Iy, jy>a-1(5/8);(2), b = 3/4 y a = V2 entonces (3.6) nos provee el

estimador de escala

Goon = — 4 (3.10)

V20-1(5/8)

que es una modificacion del estimador del ejemplo anterior. Nos referiremos a €l como “esti-

mador primer cuartil”.

Ejemplo 3.4 Sea c € IRT y sea

3(z/c)* =3 (x/c)* + (x/c)° si |zl <e
(@) = (z/c) (z/c)” + (z/c) || (3.11)

1 si |z > ¢

la familia de funcion de escores introducida por Beaton y Tukey (1974). Eligiendo x(z) =

Xe(), con ¢ =0.70417, b =3/4 y a = V/2 en (3.6), se obtiene el estimador

n—1
- . 1 Y’ 3
Oprp = inf {s>0: m; Xc<\/§s) SZ}

al que llamaremos “M —estimador con funcion de BT”.

Es inmediato comprobar que la sucesién de M —estimadores de escala son equivariantes

por cambios de escala, es decir, satisfacen la siguiente propiedad.

Definicién 3.4 Una sucesion de estimadores {T,,},>1 se dice equivariante por transforma-

ciones de escala si, para cada @ € IR con 0 € IRT, para cada n—upla (x1,...,x,) € IR" y para
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cada n € IN, se verifica que

T, (0xq,...,0x,) =0T, (x1,...,2,).

Como se probara en la préxima seccién, bajo ciertas condiciones de regularidad, la sucesién
de M —estimadores {a\lm}nzl converge casi seguramente a cierto valor asintotico, el que puede

ser definido como un funcional que opera sobre funciones de distribucion.

Definicién 3.5 Dada una variable aleatoria X con funcion de distribucion F', x, a y b como

en la Definicion 3.3, al funcional S : D — IR definido como

S(F) = int {s S0: E {X (%)} < b} (3.12)

se le denomina M —funcional de escala (ver Huber, 1964).

Definimos entonces el M —funcional de escala correspondiente a {31\’17”}7121 como el valor
S(Gy) donde Gy es la funcion de distribucion de la v.a. cUy = o(Uy — Uy) donde {U;},_, ,

son v.a.’s. i.i.d. con Uy ~ G. FEs decir,

S(G?) = inf {3 >0: E {x (";ﬁ)} < b} . (3.13)

Para abreviar, a S(GZ%) le llamaremos simplemente M — funcional de escala.

Observacion 3.3



CAPITULO 3: PRELIMINARES 24

9

b)

Notemos que el M—funcional de escala correspondiente a {Gyn} no es otra cosa que

n>1
el M—funcional de escala definido en (3.12) aplicado a un producto convolucion; mds

especificamente a (GxG_) (-/o) donde x denota dicho producto y G_ es la funcidn de

distribucion de —U si U ~ (.

Si Fo(y) = =5 S oy (YY) es la funcidn de distribucion empirica de la muestra

de las diferencias Y, ..., Y* | entonces por (3.4) y (3.12) obtenemos

S(F,) = Gy (3.14)

)

Andlogamente a la Observacion 3.2, bajo la Hipdtesis 1, S(GE) es la dnica solucion

positiva de la ecuacion

E {x <UCLU81>} — b, (3.15)

De este hecho junto con la condicion (3.5) sobre las constantes de ajuste se deduce

facilmente que el funcional es consistente Fisher, es decir,
Vo >0: S(Fy,) =0, (3.16)

donde Iy, es la distribucion de oU} cuando Uy ~ Fy. La ecuacion (3.16) garantiza que,

en el modelo central, asintoticamente {Gy,}, <, estima la cantidad correcta.

Definamos ahora la nocién de equivariancia por cambios de escala de un funcional.
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Definicién 3.6 Sea T : D — IR un funcional. Se dice que T' es equivariante por transfor-

maciones de escala si para cada F € D y para cada 0 € IR, se verifica que

T(Fy) =0 T(F),

donde Fy denota la funcion de distribucion de 07 siendo Z una v.a. tal que Z ~ F.

Es inmediato comprobar entonces que

Vo >0: S(GL)=0S(G"). (3.17)

3.2. Teoria Asintotica de los M —estimadores de la Es-
cala Global

3.2.1. Consistencia y Normalidad asintética

En la presente subseccién consideraremos {Y;}" ; una sucesién de v.a.’s independientes
satisfaciendo el modelo introducido en (3.2), {G\, },,~, la sucesién de M —estimadores de escala
definida en (3.4), S(-) y G% como en la Definicién 3.5. Las v.a.’s Y;* y U, i = 1,...,n— 1 son

como en (3.3), es decir, las diferencias Y; 1 — Y; y U;y1 — U; respectivamente; Uy, i =1,...,n

denota la muestra aleatoria de los errores.

En las demostraciones a lo largo de toda la tesis, para simplificar, haremos la siguiente
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convencién: si {Zn}n21 y Z son variables aleatorias definidas sobre algtin espacio de proba-
bilidad (Q, A, P) y si Z,(w) — Z(w) para todo w € {2, esta convergencia en todo punto la

. . . . C.S.
denotaremos igual que la convergencia casi segura, es decir Z,, — Z.

Introduzcamos ahora las siguientes suposiciones adicionales:

Hipétesis 2 Los puntos del diserio {x;};_, satisfacen hm M, =0, donde M, es la sucesion

Mn = 1§I{1§E%1X_1 (xi+1 — ZL'Z)

Hipétesis 3 La funcidn de regresion g : [0,1] — IR es continua.

Teorema 3.1 Consistencia Fuerte de los M —estimadores

Bajo las Hipotesis 1 a 3, la sucesion de M—estimadores es fuertemente consistente a

S(G?); es decir,

Gun 25 S(GY). (3.18)

Demostracién. Consideremos las siguientes funciones de distribuciéon empiricas

n—1 n—1

>k 1 k
121 w0l (V7)Y Faly) = === Lo (0U7).
1

n—14%

Dado que el M —funcional S(-) es continuo respecto de la topologia débil (ver Huber, 1981),

que la métrica de Prohorov, 7, metriza la topologia débil (Proposicién 2.1) y que S(F,) = Gy
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(ver (3.14)), para probar (3.18) bastara con demostrar que

7(Fy, G2) <5 0. (3.19)

Para obtener (3.19) sera suficiente mostrar que las dos convergencias casi seguras siguientes

son validas

m(F,, F,) <%0 (3.20)
7(F,, G%) <2 0. (3.21)

Por el Lema de Pormanteau (Proposicién 2.2) para derivar (3.20) serd equivalente demostrar

que, para cada funcién f € Cr(IR), se verifica

fdF, — | fdF, < o0. (3.22)
f o= |

Sean entonces f € Cr(IR) y € > 0. Como g es continua sobre el compacto [0, 1] entonces es
uniformemente continua y por ende, existe § > 0 tal que si |x —y| < ¢ entonces |g(x) —g(y)| <

e/ || fll;- Ademés, por la Hipdtesis 2, M,, — 0 luego, existe ng tal que

Vn>mng, Yi=1,....n—1: |z, —x;| <M, <.
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Con lo cual,

n—1 n—1

LS R0 - S (o)

i=1 i=1

n—1

1 * *

< |\f||LmZ’Y¢ —oU7|
i=1

‘ / fdF, — / fdF,

1 n—1
= [Ifl. —] > lglwier) — glxs)|
=1

< €,

para todo n > ng, con lo que (3.20) queda demostrado.

Derivemos ahora (3.21) de manera andloga a como obtuvimos (3.20). Demostraremos que

para cada f € Cp(IR) se cumple que

/ FdF, <2 / FdGE. (3.23)

Por la definicién de G7, y como las U son v.a.’s idénticamente distribuidas, tenemos

1 n—1

— > Elf(eU)].

n—1°
=1

/ fdG: = E[f (oU7)] =

Teniendo en cuenta esta expresion y definiendo la sucesién de variables aleatorias & =
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f(oU}) — E[f (cU})], podemos escribir

[ iFu = [ ric, = 3 peUn - Bl (0UD)
= LS (e - B U]

Notemos que { }i>1 es una sucesién de v.a.’s uno—dependientes, con E[{;] = 0 y uniforme-

mente acotada por 2| f||,. En consecuencia, por la Ley Fuerte de los Grandes Niumeros

n—1
(Proposicién 2.3), podemos concluir que Zfz/(n —1) £ 0, lo que implica (3.23) y por
i=1

ende (3.21). O

Para demostrar la normalidad asintdtica necesitamos introducir nuevas hipotesis.

Hipétesis 4 La funcion de regresion g : [0,1] — IR es continua Lipschitz con ||g||; como

en (2.1).

Hipétesis 5 La funcion de escores x : IR — IR es continua Lipschitz con ||x||; como en

(2.1).

Hipétesis 6 Los puntos del diseno {z;},_, satisfacen M, = <111<éx i = zi| = O(n™).

1

Hipotesis 7 La funcion de escores x satisface las siguientes propiedades

(i) x tiene sequnda derivada continua.
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(ii) Las funciones x1, X2 : IR — IR definidas como x1(u) = ux'(u), x2(u) = u?x " (u) estdn

acotadas.

Teorema 3.2 Normalidad Asintética de los M —estimadores

Sea v =v(G%) = v /v3 conv; >0, i = 1,2, definidos por

w=ui@) =8 [} (35 (as@e)) (3:20)

St se cumplen las Hipotesis 1, 4, 6 y 7, entonces

n'? (Gym — S(G2)) =5 N(0,0). (3.26)

Para la demostracion del Teorema necesitamos el siguiente Lema cuya prueba se halla en el
Apéndice A. Vale la pena mencionar que la Hipdtesis 5, necesaria para el Lema, se encuentra
ausente en el enunciado del Teorema de Normalidad Asintdtica. Sin embargo, hay que tener

en cuenta que es implicada por la Hipdtesis 7.

Lema 3.1 Para cada s > 0, definamos las siguientes funciones
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Bajo las Hipotesis 4, 5y 6

(n—=1)"2A4(s) = (n = 1)'277 4 (5) + 0,(1)

(3.27)

Demostracién del Teorema 3.2. Demostraremos (3.26) para /n — 1 en lugar de y/n sélo

por una cuestion de coherencia con la notacion introducida, pero es claro que ambos resultados

son equivalentes.

Por simplicidad denotemos S, = S(G}) y consideremos A, y Ay, como en el Lema 3.1.

Un desarrollo de Taylor de primer orden de la funcién A, ; alrededor de S, (y evaluando en

Owu,n) NOS permite obtener la siguiente igualdad:

)\n,b<31\rl,n) = )\n,b<Sa) + (EM,n - Sa) 7/L7b(8n)
con 0, un punto intermedio, es decir,
on = (1—10,)Ss + 0,0\, para algin 6, € [0,1].

Por la Observacion 3.2, A, 4(0y,) = 0, con lo cual (3.28) implica

(n = 1)"2 @un = 85) = (0= 1) X05(S5) /(= X, ().

(3.28)

(3.29)
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Luego, si mostramos que

(n — 1)Y2X4(Sy) =2 N(0,v1)

_/\;1,b (871) - V2,

el Lema de Slutsky implicard (3.26).

(3.30)

(3.31)

De acuerdo al Lema 3.1, (n — 1)1/2X,4(S,) = (n — 1)Y2X% ,(S,) + 0,(1), con lo cual, sélo

tenemos que estudiar la distribucién asintética de (n — 1) *Xr 4(S5). Notemos que

(n=1)"2X,(8) = (n- W( 1n11X(UU*> )

1=

n—1

= an/Q Z Cln—ufi

=1

donde a,_1; = Vn_l/Q(n —1)7Y2 con

V., =Var

U
1/2251 y &zx(ZSZ)—b-

Tengamos en cuenta que

= oo S [o () [ e S (5 (5

v [ (2] 2 (222 e (22 (2]

(3.32)

)
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y, en consecuencia,

, Uy Uy U
T}LnoloVn = Var {X (ZS;)] +2Cov [x (ZS;) . X <25j>] = 1. (3.33)

Claramente se satisfacen las condiciones de la Proposicién 2.4 (Teorema de Peligrad y
Utev). En efecto, por (3.33) podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que inf1 Vi, > 0.
n>

Luego,

n—1

supZan 1Z—supV 1—1/1an < 00.

n>2

También, (3.33) implica que

lim méx ]an 1il=0
n—oo 1<i<n—

y, de este modo, la condicién (2.2) de la Proposicién 2.4 se cumple. Por estar x es acota-
da, la sucesion {53},;21 es uniformemente integrable y, ademas es inmediato comprobar que
Var [Z?;ll an_lji&} = 1, cualquiera sea n; por lo tanto, la condicién (2.3) de dicha proposicién

es valida también. Finalmente, por (3.15) (ver Observacién 3.3),

s= ()] 1o

es decir, la sucesién estd centrada y como {&;};>1 es uno-dependiente (por serlo {U;}i>1)
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resulta ¢ —mezclante. En consecuencia,

n

> ani& —= N(0,1). (3.34)

i=1

Luego, de (3.32), (3.33) y (3.34), obtenemos (3.30).

Sea ahora n(t) = (t/a)x'(t/a). Entonces, (3.31) puede reescribirse como

n—1
11 Yo\ o, 1 Uto
. § v — —F .
8n7l_'1 - 1” (Ziz> SU [n < S; )}

1=

Por el Teorema 3.1 y considerando (3.29), 7,, — S,, con lo cual es suficiente mostrar que

n—1

() ()

1=

Definamos, para s € IR", h(s) = 3.~ 1 (Y;*/s), entonces un desarrollo de Taylor de primer

orden de h alrededor de S, evaluado en 7, nos permite obtener la siguiente expresion

n—1 n—1 n—1
1 Yy 1 Yy 11 (YA (Y R
n—lzn<3n) n—1 1"(50>+ann—12 g (an> <O‘n)< o)

i=1 =

con o, = (1 =7,)Ss +Y0n, ¥ Vn algin valor en el intervalo [0, 1]. Como &, BN S (ver (3.29)
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y el Teorema 3.1 ) entonces para probar (3.35) bastard mostrar que

- i D (g—n) (%) = 0,(1) (3.36)
nilni"(g—a) —>Eln (iﬁ:)] (3.37)

Observemos que (3.36) se deduce de la Hip6tesis 7 ii) ya que n'(¢)t es una funcién acotada.

Por otra parte, la Hipdtesis 7 implica que n € Cr(IR) ya que n posee primera derivada

continua y acotada y ademés g € Cr(IR) por hipdtesis, de donde

n—1 n—1 n—1
1 Y 1 oU? 1 Y oU?
n—1;"(5_0>_n—1;"<30> = n—1i:1’7(5(,) ”(g,)‘

n—1
1 1 . .
< nllx 5 HZD@ —oU;|
g i=1
1 1 n—1
= lnlle o —— > lg(wi) — g(w)]
g i=1
1 1 n—1
< Amlelgle 5 —— > |win — il
7 i=1
< KM,,

siendo K = ||n|lzllgll/Ss- Como M, = O(n'), deducimos que

n—1
1 Y;* 1 O-Ui* c.s.
n—12"<_s)_n—1 "(S )—>o. (3.38)
1 g 1 i

1=

Una aplicacién directa de la Ley Fuerte de los Grandes Niumeros para v.a.’s m—dependientes
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(Proposicién 2.3) permite probar que

n—1

(%) =P ()] 339

De (3.38) y (3.39) se deduce (3.37), lo que concluye la demostracién. ]

3.3. Robustez de los M —estimadores de Escala

En la presente seccion desarrollaremos los aspectos cuantitativos de la robustez de los
M —estimadores. Mas especificamente utilizaremos las nociones de maximo sesgo asintético
para derivar el punto de ruptura asintético de los M —estimadores de escala. El concepto de
maximo sesgo asintético fue introducido, para el modelo de posicién, por Huber (1964). Martin
y Zamar (1989 y 1993) realizaron extensiones para modelos de escala y posicién-dispersién.
Una exposicién detallada de estos conceptos puede verse en el Capitulo 3 de Maronna et al.

(2006).

A lo largo de esta seccion utilizaremos la misma notacion que la especificada en la Subsec-

cién 3.2.1. Introduzcamos la siguiente coleccion de funciones de distribucién

Dy ={F € D: F es absolutamente continua} (3.40)

(donde D es como en la Definicién 3.1, la coleccién de las funciones de distribucién definidas

sobre la recta real) y las siguientes hipétesis adicionales sobre la distribucién del modelo central
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y sobre la distribucion contaminante.

Hipétesis 8 Sea G = (1—¢)Fo+eH € P.(Fy) la distribucion de los errores del modelo (3.2).

(i) La distribucion del modelo central Fy € Dy tiene una densidad fo estrictamente positiva

sobre IR.

(i1) La distribucidn contaminante es absolutamente continua, o sea, H € Dy.

Hipotesis 9 La distribucion del modelo central Fy € Dy tiene densidad fy estrictamente

positiva, unimodal y simétrica.

Observaciéon 3.4 La restriccion a funciones de distribucion contaminantes absolutamente
continuas simplifica las demostraciones de las propiedades de robustez asintoticas. Teniendo
en cuenta que muchas funciones de distribucion, incluyendo las masas puntales, pueden ser
bien aproximadas por distribuciones absolutamente continuas, la restriccion no es seria a los

fines prdcticos.

3.3.1. Maximo Sesgo Asintotico

Cuando no hay contaminacion en los datos, es decir € = 0, la funcion de distribuciéon de
los errores del Modelo de escala global (3.2) es Fy. En este caso, deberfamos poder estimar
sin sesgo asintético el pardametro de escala o, es decir S debe ser consistente Fisher, es decir,

S(F&U) =o0.
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De todos modos, el Teorema 3.1 sugiere que {0y}, -, es asintéticamente sesgado cuando

n>1

los datos estdn contaminados, o sea, la sucesién converge a S(G%) en vez de converger a o vy,

por lo tanto, si G # Fy, entonces S(G}) # S(Fy ,) = 0.

En la siguiente definicién, formalizamos la nocién de sesgo asintoético

Definicién 3.7 El sesgo asintotico de la sucesion de M —estimadores de escala, {83[’n}n>17

se define como B (S(G%)) = (S(G%)/o) — 1.

En la estimacién de la escala, la distribucion contaminante puede provocar dos tipos de
desviaciones que ya han sido estudiadas en el modelo de posicién—escala. En efecto, la dis-
tribucion contaminante puede introducir en los datos contaminaciones con valores grandes
(outliers) y, por lo tanto, el estimador tenderd a sobre—estimar, o bien, puede introducir datos
cercanos al pardmetro de posicion (o sea con errores cercanos a cero) (inliers) con lo cual, el
estimador tendera a sub-estimar la escala. En términos asintéticos, tendremos un valor de ses-
go asintético positivo en la primera situacién, mientras que en la segunda, el sesgo asintético

sera negativo.

Una medida de sesgo asintotico mas general se presenta a continuacion.

Definicién 3.8 FEl sesgo asintotico generalizado de la sucesion de M —estimadores de escala,

{Gunt,> se define como

5
R
N
Q
Q\j

), si0 < S(G%) <o,
B, (S(Gy)) =

=
Q Q

Lg( = ), si o< S(GE) < +o0,
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donde Ly, Ly : IR — IR$ son funciones continuas y mondtonas tales que

Li(1)=Ly(1) =0 y lim Li(s) = lim Ly(s) = +oo;

s—0t s—-+00

Ly y Ly son denominadas funciones de penalizacion.

Cabe mencionar que, por la via de las funciones de penalizacién, podemos pesar de manera
diferente la sub o la sobre—estimacion, dandonos un concepto mas flexible que el del sesgo

asintético definido por B.

La robustez de un estimador estd asociada no al comportamiento en una distribucién
en particular sino en el entorno de contaminacion del modelo central. Las dos definiciones

siguientes precisan esta idea.

Definicién 3.9 El madximo sesgo asintotico generalizado de la sucesion de M —estimadores,

{Gunt, 1. en el entorno de contaminacion P.(Fy) se define como

By = sup By(S(G3). (3.41)
GEP:(Fo)

Definicién 3.10 La sucesion de M—estimadores, {0y} se dice que es asintoticamente

n>1’

robusta si existe € € (0,1/2] tal que B,(€) < oo.

Los conceptos de sesgo introducidos anteriormente satisfacen la propiedad de invariancia

definida a continuacion.
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Definicién 3.11 Sea T' : D — IR un funcional. Se dice que T es invariante por trans-
formaciones de escala si, para cada F € D y para cada 0 € IR con 6 > 0, se verifica que
T(Fy) = T(F), donde Fy denota la funcion de distribucion de QU siendo U una v.a. tal que

U~F.

Dado que, segin (3.17), el M —funcional correspondiente a la sucesién de M —estimadores
es equivariante a transformaciones de escala, los funcionales definidos por 71(G) = B (S(G))
y T5(G) = B, (S(G%)) resultan invariantes por transformaciones de escala. En consecuencia,
la nociéon de méaximo sesgo asintotico introducida en la Definicion 3.9 no depende de o, es
decir,

By = sup B,(S(G1)= sup B,(S(@)). (3.42)

ag
GeP:(Fp) GeP:(Fp)

Observacién 3.5 La igualdad (3.42) permite suponer, sin pérdida de generalidad, que la
escala es o = 1. De este modo B,(€) depende sélo de la fraccién de contaminacion €. La
curva obtenida graficando By(€) versus €, puede ser utilizada para estudiar visualmente las

propiedades de robustez asintdticas de {Tyn}, ;-

Para derivar una expresién explicita de B, (€) definamos

Sf(e) = sup S(G) (3.43)
GeP:(Fyp)
S () = inf S(GZ). (3.44)

GGPe(F())
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Por la equivariancia del M —funcional y por la monotonia de L, y Lo se deduce que

) oz (E i (570) (5@} B9

En lo que sigue vamos a hallar la expresion del maximo sesgo asintotico generalizado
para la sucesion de M —estimadores. De acuerdo a (3.45), primero necesitamos hallar las
expresiones de S~ (e) y ST(e). A continuacién presentamos los enunciados de las Proposiciones
que caracterizan dichas expresiones y el Teorema que caracteriza el maximo sesgo astintético

generalizado.

Proposicién 3.1 Supongamos que se cumplen las Hipdtesis 1, 8(ii) y 9. Sea € € (0,1/2] fijo

y definamos, para b > €(2 —€), sT(€) como la solucion de \i(s) =0 donde

n6) = =8 [y (D) | ez, (3.46)

con Zy = Zy — Zy, siendo Zy y Zy v.a.’s i.i.d. tales que Z; ~ Fy, i = 1,2. Entonces, S™(e)
introducido en (3.43) satisface ST(e) = s (e), si b > €(2 —¢€), y ST(e) = 400, en caso

contrario.

Proposicién 3.2 Supongamos que se cumplen las Hipdtesis 1 y 8. Sea ¢ € (0,1/2] fijo y

definamos, para b <1 — €2, s~ () como la solucién de \_(s) =0, donde

A (s)=(1—¢?’E [x (ﬁ)} +26e(1—€)F {x (ﬁ)} —b, (3.47)

as
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con Zy = Zy — Zy, siendo Zy y Zy v.a.’s i.i.d. tales que Z; ~ Fy, i = 1,2. Entonces S~ (¢)

introducido en (3.44) satisface S™(¢) = s7(€), sib < 1—¢€2, y S™(¢) =0, en caso contrario.

Observaciéon 3.6 Vale la pena observar que los Lemas 3.3 y 3.4, que se enuncian a contin-
uacion del Teorema 3.3, garantizan que s*(€) y s~ (€) existen, estdn univocamente definidos y

son estrictamente positivos y finitos.

Teorema 3.3 Supongamos que se cumplen las Hipdtesis 1, 8(ii) y 9. Sean s™(e) y s~ (€) como

en las Proposiciones 3.1 y 3.2 respectivamente. Son vdlidas las siguientes afirmaciones:

(i) Sea b= 3/4. Entonces B,(€) = max{L; (s (€)), La(s(€))} si e < 1/2 y B,(€) = 400 si
e=1/2.
(ii) Sea b € (0,3/4). Entonces By(e) = max{Li(s7(€)), La(sT(€))} sie < 1 —+1—-by
By(e) =400 sil—+1-b<e
(iii) Sea b € (3/4,1). Entonces By(e) = max{Li(s~(€)), La(sT(€))} sie < /1 —b y By(e) =

+o00 st V1 —-b<e.

Antes de probar las proposiciones y el teorema enunciamos tres lemas auxiliares, cuyas
demostraciones se encuentran en el Apéndice A. El Lema 3.2 es necesario para demostrar los

dos lemas siguientes.

Lema 3.2 Sea G € P.(Fy) y, para s > 0, definamos

Nols) = E [x ("Ul*)} —b. (3.48)

as
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Bajo las Hipdtesis 1 y 8 son vdlidas las siguientes afirmaciones

(i) La funcion Ag es continua, estrictamente decreciente y existen los siquientes limites

lim Ag(s) =—by lim Ag(s)=1—0.

s§——+00 s—0t
(7i) La ecuacion Ag(s) = 0 admite como unica solucion al M—funcional de escala S(GL).

(i1i) Para cualquier s > 0, A\g(s) puede descomponerse de la siguiente forma

as as

o ()

Aols) = (1—PE [x (M)] 21— OE {x (M)}

as

donde {Vi},_,, son v.a.’s i.i.d. tal que Vi ~ Fy; {W;}._, 5 son v.a.’s i.i.d. con Wy ~ H

y (Vi,W;), i = 1,2, son vectores aleatorios independientes.

Lema 3.3 Sea e € (0,1/2] fijo y, para cadan > 1, sean {U; ,}ic12 v.a.'s i.4.d. con Uy, ~ Gy,
donde G, = (1 — €)Fy + €H,, € P(Fy) con H,(y) = ®(y/n). Ademds, si s > 0, sean Ag, (s) =

E[x (U;,/(as))] = by Ai(s) como en (3.46).

Bajo las Hipdtesis 1 y 8(i), son vdlidas las siquientes afirmaciones

(i) Para cualquier s > 0, lim Ag, (s) = Ai(s). Ademds, la sucesion {\g,} es estrictamente

creciente.
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(ii) La funcion Ay es continua, estrictamente decreciente y ezisten los siguientes limites

lim Ay(s)=1—-b y lim A (s)=¢€(2—¢€)—b.

s—0t §—+00

(iii) Si€(2 —¢€) < b, la ecuacion A\ (s) = 0 tiene una unica solucion finita y positiva.

Lema 3.4 Sea e € (0,1/2] fijo y, para cadan > 1, sean {U; p}ic12 v.a.’s i.3.d. con Uy, ~ Gy,
donde G,, = (1 — €)Fy + €H,, € P.(Fy) con H,(y) = ®(ny). Ademds, si s > 0, sea g, (s) =

E[x (Ut,/(as))] —b y A_(s) como en (3.47).

Bagjo las Hipdtesis 1 y Hipdtesis 8(i), son vdlidas las siguientes afirmaciones

(i) Para cualquier s > 0, lim,, .« Ag, (s) = A_(s). Ademds, la sucesion {Ag, },,>, es estric-

tamente decreciente.

(i1) La funcion \_ es continua, estrictamente decreciente y ezisten los siguientes limites

lim A\_(s)=1—-€*—=b y lim A_(s) = —b.

s—0t s—-+00

(iii) Si 1 —€* > b, la ecuacion A_(s) = 0 tiene una tinica solucion finita y positiva.

Demostracién de la Proposicién 3.1. Fijemos € € (0,1/2] tal que €(2 —¢€) < b. Por (3.43),
para probar que S*(e) = s7(e), es suficiente demostrar que las siguientes afirmaciones son

validas
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(a) S(G*) < s™(e) para cualquier G € P (Fp).

(b) Existe una sucesion {G,}n>1 C P(Fp) tal que lim, o S(GS) = s (e).

Probemos (a). Dada G € P.(Fp) fija, sea Ag(s) = E[x (U;/(as))] — b como en (3.48) . Si

probamos la siguiente inclusion
{s>0: s5s>5"(e)} C{s>0:)a(s) <0}, (3.49)

entonces, tomando infimo a ambos lados y utilizando la definicién de S(G*) se obtiene (a). Sea
s> sT(e), por (i) del Lema 3.2, A es estrictamente creciente, con lo cual Ag(s) < Ag(s7(€)).

Por lo tanto, para probar (3.49) basta con demostrar que A\g(s™(€)) < 0.

Utilizando (iii) del Lema 3.2 podemos escribir

olst(@) = (108 [y (222 et - o8 | (255

ret-or [y (T2 | e [y (PR )| <o

con {Zi}izl’g v.a.’s lld, Zl ~ F(), {Wi}izl’g v.a.’s i.i.d. con W1 ~ H y (ZZ,VVl), 1= 1,2,

vectores independientes. Teniendo en cuenta que x es no decreciente, par, ||x|l.c = 1 y la

definicién de A\, obtenemos

Aols7(0) < (1= 028 [x (222 | etz - 0 - b= A (s70) =0,
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lo que concluye la demostracion de (3.49).

Demostremos (b). Sea {G,, }n>1 C Pe(Fo) con G, = (1—¢€)Fy+€H, y H,(y) = ®(y/n). Por
(i) del Lema 3.2, {A¢g, }n>1 s una sucesién estrictamente creciente de funciones que converge
a Ay, con lo cual para cadan > 1, S(G:) < sT(e), con sT(e) la inica solucién finita y positiva
de la ecuacion A;(s) = 0 (ver (iii) del Lema 3.2). De este modo, la sucesion {S(G%)}n>1,
ademés de ser creciente, estd acotada y por lo tanto existe lim,,_,., S(G?). Supongamos por el
absurdo que lim, ., S(G) = sp < s7(€) y definamos 6 = Ay (sp). Como A\, es estrictamente

decreciente con un unico cero en s (€), por ser sy < s (€) se obtiene A, (sg) =0 > 0.

Por otra parte, la funcién Ag, es estrictamente decreciente, 0 = Ag, (S(G)) > A, (s0),
con lo cual, 0 > lim,, .« Ag, (S0) = A+(s0) = 0, lo que es una contradiccién ya que habiamos

establecido que Ay (sg) =9 > 0.

Para completar la demostracion de la Proposicién resta mostrar que para e € (0,1/2]
tal que €(2 —€) > b, ST(e) = +o0. Para ello basta probar que existe {G,},>1 C P.(Fp)
tal que lim, ., S(G}) = +o00. Consideremos G,, = (1 — €)Fy + ¢H,, con H,(y) = ®(y/n).
Supongamos, por el absurdo, que existe K > 0 tal que S(G}) < K para cualquier n > 1.
Usando la monotonia de g, (ver (i) del Lema 3.3), tenemos que Ag, (S(G%)) > Ag, (K)
para cualquier n > 1. Pero Ag, (S(G%)) = 0, con lo cual g, (K) < 0 para todon > 1y en
consecuencia, por (i) del Lema 3.3, lim,,_.o Ag, (K) = A (K) < 0. Al mismo tiempo, (ii) del
Lema 3.3 implica que A\ (K) > limg 100 A4 (s) = €(2 —€) — b > 0, que es una contradiccién

ya que arriba establecimos que A (K) < 0.0
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Demostracién de la Proposicién 3.2. Fijemos € € (0,1/2] tal que 1 — ¢* > b. Por (3.44),

para probar que S~ (€) = s~ (€), es suficiente mostrar que las siguientes afirmaciones son validas

(a) s7(e) < S(G*) para cualquier G € P (Fp)

(b) existe una sucesién de funciones de distribucién {G},>1 C P.(Fp) tales que

lim S(G}) = s (e).

n—oo

Demostremos (a). Con un anélisis similar al hecho en la demostracién de la proposicién

anterior, bastarda con demostrar que para G € P.(Fp) vale la siguiente inclusién

{s>0: s<s (6} C{s>0:Ag(s) >0}, (3.50)

para lo cual bastard mostrar que Ag(s™(e)) > 0. Por (iii) of Lemma 3.2

Aa(s™(€) = (1 — € [x <22 - Zl)} +2¢(1 - €)F [x (ﬂ)}

as™(e) as™(€)
+€F [x (%)} — b, (3.51)

con {Z;}iz10 v.a’s idd. tal que Zy ~ Fy y {W;}iz12 v.aJs 1id. tal que Wy ~ H.

Analicemos el segundo término de (3.51). Tengamos en cuenta que Z, — W tiene una
densidad dada por ¢g*(z) = fj;o h(x)fo(x — t)dt, donde h = H' y fo = F,. Usando ahora

la simetria y unimodalidad de f, junto con la hipdtesis de que x es par y creciente sobre
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{x € IR": x(x) < x|l } Obtenemos

ddt=oy)

[ (o) o

Jmo U () e e a
| o] [ [ (G ) ]
de=ali

Considerando esta desigualdad y dado que el tercer término de (3.51) es claramente positivo,

obtenemos

Para demostrar (b) se procede de manera similar a la demostracién de (b) en la Proposicién
3.1, utilizando la sucesién con términos G,, = (1—¢)Fy+€eH,, donde H,(y) = ®(ny) y aplicando

el Lema 3.4. Andlogamente, se prueba que, si 1 — €? < b, entonces lim,, .., S(G*) = 0. O

Demostracion del Teorema 3.3. La prueba del teorema es inmediata si tenemos en cuenta

que dado € € (0,1/2] sélo hay que resolver, respecto a e, el siguiente sistema de desigualdades

0<e<1/2, e2—€)<b y 1—€ >
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De aqui se deduce que los valores de € deben satisfacer

€€ (0,1/2], e€(—00,1 =V1-b)U(1l+V1I—-b+400) y e€(=V1I-0bV1-0).

En particular, si b = 3/4, entonces € € (0,1/2) ysib € (0,3/4), € € (0,1—+/1 — b); finalmente,

sibe (3/4,1), entonces € € (0,4/1 — b).

3.3.2. Punto de Ruptura Asintético

Intuitivamente, lo que queremos introducir ahora es un concepto clasico en robustez, que
nos dird cudl es la menor cantidad de contaminacién que el estimador no puede tolerar, en
el sentido de que ya no nos siga proporcionando alguna informacion sobre el pardametro a

estimar.

Definicién 3.12 Dada la sucesion de M —estimadores de escala, {Tyn} su punto de rup-

n>1’

tura asintotico se define como

¢ =€ ({Ount,,) = inf {e€(0,1/2]: By(e) = 0} . (3.52)

Equivalentemente, el punto de ruptura asintotico es la menor proporcién de contaminaciéon

€ tal que el estimador deja de ser asintoticamente robusto.
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Por las propiedades de las funciones de penalizacién, es inmediato comprobar que

¢ = min (", ), (3.53)

donde € = inf{e € (0,1/2] : S~(¢) =0} y € = inf{e € (0,1/2] : ST (€) = +o0}.

A €y €* se los denominan punto de ruptura asintético por implosion y punto de ruptura
asintotico por explosion, respectivamente, de la sucesion de M —estimadores. Estos conceptos
dan cuenta de la siguiente situacion. Si la cantidad de contaminacion en los datos es demasiado
grande, {Em,n}n21 puede sufrir dos tipos de puntos ruptura asintéticos: o bien puede explotar,
en el sentido de tomar valores arbitrariamente grandes o puede sufrir implosién, tomando

valores arbitrariamente pequenos (ver Huber, 1981, pdg. 110).

El siguiente teorema y su corolario presentan el principal resultado de esta seccion, ya que

establecen el punto de ruptura asintético de {7, } el cual es una consecuencia directa del

n>1’

Teorema 3.3.

Teorema 3.4 El punto de ruptura asintdtico de la sucesion de los M —estimadores, {Gyn}, <1,

€* definido en (3.52) satisface:
(i) Sib=3/4, entonces e =1/2.
(i) Sibe (0,3/4), entonces € =1—+/1—b.

(11i) Si b€ (3/4,1), entonces €* = /1 —b.
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*

opts de la sucesion de los M —estima-

Corolario 3.1 El maximo punto de ruptura asintotico, €
dores {0y}, >, que puede ser alcanzado cuando la constante de ajuste b varia en el intervalo

(0,1) es €, = 1/2 y se obtiene para b= 3/4.

Hasta aqui hemos investigado las propiedades de robustez asintética de la familia de los
M —estimadores de escala, {0y ,},>1 para una funcién de escores general que satisfaga la

Hipoétesis 1. Ahora bien, desde el punto de vista practico, x debe ser especificada.

Fijemos como modelo central Fy = ®. Una eleccién particular es la clase de las funciones de
Beaton-Tukey, {x.}es0, introducidas en (3.11) y es la que nosotros escogeremos. La constante

¢ debe ser determinada de tal modo que {0y, }n>1

(i) alcance su punto de ruptura asintético 6ptimo

(ii) su valor limite S(G*), sea consistente Fisher cuando G = Fp, es decir cuando no hay

contaminacion.

El Corolario 3.1 nos dice que la eleccién de b = 3/4 permite alcanzar el méximo punto
de ruptura asintético posible de 1/2. De acuerdo a las consideraciones de la consistencia
Fisher debemos elegir ¢ tal que E [x.(Z1)] = 3/4, donde Z; ~ ®. Esta ecuacién produce un
valor (aproximado) de ¢ = 0.70417. Esta es la razén de haber elegido esas constantes en el
Ejemplo 3.11. De este modo tendremos €¢*({0prn}n>1) = 1/2. Es claro que el estimador de
Rice 0y, (ver Ejemplo 3.1), como x es no acotada, tiene un punto de ruptura asintético igual
a cero. Para los M —estimadores de Boente, Fraiman y Meloche Gppyp,, y primer cuartil, e,

introducidos en los Ejemplos 3.2 y 3.3, respectivamente, no es posible deducir su punto de
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ruptura asintotico a partir de la teoria aqui construida ya que sus funciones de escores no son
suaves (ni siquiera continuas). Pero, si podemos utilizar el argumento heuristico de que estas
funciones escores pueden ser bien aproximadas por funciones escores suaves. De este modo,
si aplicamos el Teorema 3.4 con b = 1/2 para {Gppnptn>1 v b = 3/4 para {Gpcp}n>1 para
garantizar la consistencia Fisher, entonces podemos conjeturar que los puntos de rupturas
son, aproximadamente 0.29 y 1/2 respectivamente. En sintesis, tenemos

6*({8R,n}n21) = 0, E*({aBFM,n}nZI) ~ 029,
(3.54)

& {Orentnz1) ~1/2, & ({Osrmnz1) = 1/2

Los resultados de la Seccién 3.4 van a confirmar (numéricamente) esta conjetura.

Observacién 3.7 Es muy importante aclarar que solo estamos considerando el punto de rup-
tura asintotico bajo el modelo de contaminaciones independientes. En este contexto, nuestros
M —estimadores alcanzar el mdzimo punto de ruptura asintdtico de 1/2. Este no es el caso
cuando consideramos el contexto de muestras finitas, donde podemos construir configuraciones
particulares de outliers que cambian el punto de ruptura. Por ejemplo, € % outliers intercalados
van a contaminar 2¢ % de las diferencias. De todos modos, estas configuraciones particulares
tienen asintoticamente probabilidad cero de aparicion bajo el modelo de contaminacion inde-

pendiente.
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3.4. Resultados Monte Carlo

3.4.1. Analisis y Conclusiones

Esta Seccion contiene los resultados de un estudio de simulacién disenado con el objetivo
de evaluar el comportamiento, sobre muestras finitas, de los estimadores o, Opran, Oron Y

Opr,n introducidos en los Ejemplos 3.1 a 3.4.

Los objetivos particulares del estudio son

(a) investigar las propiedades de eficiencia de Gypyn, Opon ¥ Oprn relativas a oy, en ausencia

de contaminacion,

(b) comparar los errores cuadraticos medios (E.C.M.) estimados de los cuatro estimadores

en presencia de outliers,

(c) estudiar si el incremento de dicho error puede atribuirse a la contribucién del sesgo y/o
de la varianza a través de los boxplots de los valores de log(c, /o), donde @,, representa

cualquiera de los estimadores mencionados arriba.

El modelo considerado en nuestro estudio de simulacién es

Yi=g(x))+oU;, i=1,...,n,

donde 0 =1, g(z) = sen(drx) y x; = (1 —1)/(n — 1), 1 < i < n. Se generaron muestras de

tamanos n = 20, 50 y 100.
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Para la generacién de los datos consideramos la distribucién de los errores en dos escenarios

con distintos modos de producir contaminacién.

(D

(IT)

El modelo de contaminaciones independientes, que es el modelo descripto en la Definicion
3.2, corresponde a errores {U;}?; independientes, con distribuciéon comin G = (1 —

€)Fy + eH, donde Fy = ®. Consideraremos dos distribuciones contaminantes

(La) U; ~ H(y) = ®(y/10) para modelar contaminaciones simétricas.

(Lb) U; ~ H(y) = ®(y — 10) para modelar contaminaciones asimétricas.

Para cada configuracion particular, se consideraran distintos porcentajes de contami-

nacion.

El modelo de contaminaciones intercaladas. En este contexto, los errores son de la
siguiente manera: Us;—1 ~ H(y) = Ayp(y) para i € C = C, = {1,2,...,|n€|} v
Ui ~ Fy = ® en caso contrario, donde Ay denota la masa puntual en 10 y [a] in-
dica la parte entera de a. Como en (I), se considerardn diferentes proporciones € de

contaminacion.

De este modo tenemos diferentes configuraciones del modelo, que resulta de la combinacién

de

(a) los diferentes tamanos muestrales n

(b) los diferentes porcentajes € de contaminacién
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(c) los modelos de contaminaciones independientes (simétrica y asimétrica) y el modelo de

contaminacion intercalada.

Para cada configuracién particular del modelo, realizamos NR = 10000 replicaciones. Las
Figuras B.1 a B.6 y los Cuadros B.1 a B.4, que se encuentran en el Apéndice B, resumen los
resultados obtenidos. Para no extender el andlisis, los boxplots (Figuras B.3 a B.6) se han

construido s6lo para para muestras de tamano n = 100 y algunos niveles de contaminacién.

La Figura B.1 muestra los datos generados con n = 100 y H(y) = ®(y/10) para diferentes
valores de € correspondientes a una de las replicaciones, mientras que la Figura B.2 provee
el mismo esquema pero con H(y) = ®(y — 10). Como esperamos ambas figuras revelan que
a mayor tamano de contaminacion e, mayor nimero de outliers hay en los datos. Cuando la
contaminaciéon es simétrica, los outliers tienden a localizarse por encima y por debajo de la
verdadera curva de regresion, produciendo un incremento en la variabilidad. Por otra parte,
en el caso asimétrico los outliers se concentran solamente por encima de dicha curva, con lo

cual se espera obtener sesgo en el estimador de la funcion de regresion.

Nos interesard evaluar la eficiencia relativa (E.R.) de los estimadores robustos Gupy ., Opcn
Y Ogrn €l relacion al estimador no robusto oy, cuando € = 0. Si 0, representa cualquiera de

los estimadores robustos, evaluaremos la eficiencia de o, relativa a oy, a través de

Var(Gun)

E.R.(Op, Onp) = —
ny Yr,n Var(/o'\n)
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donde

_ 1 MR _\2
Var@) = = (an . an) . (3.55)
=1

Aqui, 7,,; es el valor de 7,, correspondiente a la i—ésima muestra generada de la configuracion
. , - s . <, = NR ~ .
del modelo de interés (i—ésima replicacién) y 7, = (1/NR)> .2 7,, es la media sobre las

replicaciones.

Antes de proseguir con el andlisis de los resultados de nuestro estudio de Monte Carlo,
recordemos las consideraciones que hicimos respecto a los puntos de ruptura asintéticos de los
estimadores cuyos desempefios vamos a comparar. Mas especificamente, en (3.54) habiamos

concluido que

({Orntn>1) =0, € ({Tnrintnz1) & 0.29,

¢ ({Orentn=1) ~1/2, ¢ ({Turntnz1) =1/2
Observemos que tanto Opc, COMO Oy, tienen casi el mismo punto de ruptura asintético
(recordar (3.54) y la discusion previa a esa ecuacién), con lo cual resulta apropiado comparar
las eficiencias relativas. Comparar la eficiencia relativa de Gy, con la de Gpcy ¥ Opry puede
no ser apropiada ya que gy, tiene un punto de ruptura asintético mucho menor (0.29 versus

0.5 de los anteriores) y por lo tanto, se espera que resulte més eficiente.

El Cuadro B.1 muestra los valores de eficiencia relativa. En este cuadro podemos observar
que Oppyn alcanza una eficiencia mejor que Gpc, ¥ que Opr, a expensas de la pérdida de
robustez asintética, como se menciond antes. Observemos que gy, €s ligeramente superior a
Oprcn €D cuanto a su eficiencia relativa siendo comparable su punto de ruptura asintético por

lo que se concluye que Gy, ,, parece ser el mejor candidato si se desea estimar robustamente la
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escala, aunque hay que tener en cuenta el problema de la baja eficiencia.

Comparemos ahora el comportamiento de los estimadores desde el punto de vista del
error cuadratico medio bajo contaminacion por outliers. Para cada configuracion del modelo,

estimamos los errores cuadréticos medios (E.C.M.) de los estimadores a través de

donde 7, ; estd definido como en (3.55).

El Cuadro B.2 muestra los E.C.M. estimados de los cuatro estimadores de escala para
el modelo de contaminaciones independientes con contaminacién simétrica, mientras que el
Cuadro B.3 corresponde a contaminaciones asimétricas. Por otra parte, el Cuadro B.4 exhibe
los resultados para el modelo de contaminaciones intercaladas. Del analisis de dichos cuadros

podemos concluir lo siguiente

(C1) Como era de esperar, independientemente del tamano muestral y la cantidad de con-
taminacion, oy, tiene el peor desempeiio desde el punto de vista del E.C.M. estimado
en presencia de contaminacién. Vale la pena mencionar que tanto para contaminacién
asimétrica como intercalada, cuando Gy, se quiebra da peores resultados que oy .
Esto se debe a que con un 30 % de contaminacién asimétrica, en algunas replicaciones,
la cantidad de datos atipicos en la muestra es mayor al 50 % y por lo tanto, la mediana
se ve seriamente afectada perturbando, por lo tanto, al estimador de Gyp,. Este efecto

es aun mayor en la contaminacién intercalada.
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(C2)

Para todos los tamanos muestrales y porcentajes de contaminacién, el E.C.M. estimado
de Opepn y de Opry es ligeramente peor que el de Gppy, cuando la cantidad de contam-
inacién es pequena, esto es para niveles de ¢ = 0.05 o 0.10, siendo el E.C.M. estimado
de Ty, €l mas parecido al de Gppy,, - En cambio, cuando € aumenta 0pqy ¥ Oprpn S€
comportan mejor que Oy, para contaminaciones simétricas (Cuadro B.2) y sustancial-
mente mejor que Oppy, Para contaminaciones asimétricas e intercaladas (Cuadros B.3 y

B.4), siendo los resultados entre ellos comparables.

En el caso de contaminaciones intercaladas (Cuadro B.4) todos los estimadores dan

claros signos de deterioro a partir de € = 0.25.

Las Figuras B.3 a B.6 presentan los boxplots de log(a,,/0) cuando n = 100 y € = 0, 0.10,

0.20, 0.30 y 0.40. Estos graficos permiten observar que

(C4)

Cuando no hay contaminacién (Figura B.3), el estimador 0y, tiene el mejor compor-
tamiento ya que es el mas parecido al estimador de Rice y presenta la menor pérdida
de eficiencia como se observé anteriormente. Por otra parte, ope, presenta las colas
mas pesadas obteniéndose en algunas replicaciones valores mucho menores que el valor

verdadero (por ejemplo, valores inferiores a e % ~ 0.60653).

Bajo contaminacién simétrica, el estimador oy, se ve afectado tanto en sesgo como en
variabilidad. Bajo contaminaciones asimétricas y mas marcadamente en el esquema de
contaminacién intercalada, el sesgo tiene mayor impacto que la varianza sobre el E.C.M.

estimado de &y ,,, particularmente para niveles de contaminacién del 20 % o superiores.
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(C6) En los esquemas de contaminacién asimétrica e intercalada, el estimador o'y ,, S€ quiebra
para € = 0.40 y € = 0.30, 0.35, respectivamente. En ambos casos, el sesgo es importante
siendo mayor en las contaminaciones intercaladas. Por otra parte, bajo contaminacién

asimétrica se produce un incremento en la variabilidad.

(C7) Habfamos mencionado que para niveles bajos de contaminacién gy, tiene un mejor
desempeno que los otros estimadores robustos. En este sentido hay que observar que
para un 10% de contaminacion los tres estimadores tienen un sesgo similar aunque la
variabilidad de Gpc, ¥ Oprn €s mayor que la de Oypy . Por otra parte, a partir de un
20 % de contaminacién ya se observa sesgo en el estimador Gy, . Esto se debe a que
a pesar de que el punto de ruptura asintético es 0.29, para muestras finitas el punto
de ruptura efectivo puede ser mucho menor observandose sesgo para valores bastante

menores que el punto de ruptura asintotico.

En resumen, de las discusiones anteriores podemos concluir que, desde un punto de vista
practico recomendamos Gpc, 0 Opr .y, siendo el segundo mejor si se sospecha que la cantidad

de outliers no supera al 20 %.



Capitulo 4

Estimacion de la escala local

4.1. Preliminares

Como en el Capitulo 3, vamos a introducir formalmente el modelo que serd objeto de

estudio en este capitulo.

Definicién 4.1 Modelo de Regresion No—paramétrico con Escala Local

Consideremos el modelo

donde {Y;}_, son las respuestas observadas, {x;}!, son puntos de diseno fijos (valores reales,
no aleatorios, en el intervalo [0,1]) tales que 0 < 1< ... <z, <1y U;, 1 <i <n son los
errores aleatorios independientes e idénticamente distribuidos. Las funciones g : [0,1] — IR

y o :[0,1] — (0,00) son las funciones de regresion y de escala, respectivamente, ambas

desconocidas. Supondremos que U; ~ G con G € P(Fp), € € [0,1/2) fijo, donde Fy € D es el

60
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modelo central. P.(Fy) y D son como en la Definicion 3.1.

A diferencia del problema planteado en el Capitulo 3, el problema ahora consiste en estimar
o(x) para x € (0,1) arbitrario. La escala dejé de ser global para convertirse en local, es decir,

en una funcién no constante.

Definicién 4.2 Para el Modelo introducido en la Definicion 4.1 consideremos o(x) con x €
(0,1). Definimos la familia de M—estimadores de la escala o(x) basados en las diferencias
sucesivas de las respuestas {Y;* = Y41 — Y;}?:_ll con funcion de escores x, funciones de peso

{wni(z)}'= y constantes de ajuste a y b como

Gun(z) = int {s =0 ji;lwn,i(x)x (%) < b} | (4.2)

La funcién x : IR — IR] es par, no decreciente en IR*, con x(0) =0 y 0 < ||x|ls como en la
Definicion 3.3. Las constantes a € (0,00) y b € (0,1) satisfacen las condiciones ya enunciadas
en (3.5), a saber,

Ex(Z2)l=b y E {x (éﬂ =b,

a

donde Z{ = Zy — Zy con Zy y Za v.a.’s i.i.d. con distribucion comin Fy. Para abreviar, a

Oun(x) lo llamaremos M —estimador local de escala.

Como funciones de escores se pueden considerar las introducidas en los Ejemplos 3.1 a 3.4.

En cuanto a las familias de pesos, tipicos ejemplos de familias de pesos son los siguientes:
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Ejemplo 4.1 En los ejemplos {h,}n>1 €s una sucesion de aberturas de ventana tal que h,, — 0
y nh, — 00. Sea K un nicleo, es decir un funcion K : IR — IR acotada, de cuadrado

integrable, con /K(u)du =1 y ademds que lim w*K(u) = 0.

(i) Pesos basados en nicleos.

(a) Pesos de Nadaraya-Watson

(ii) Pesos basados en vecinos mds cercanos.

Sea {ky}n>1 una sucesion de enteros tal que k, — 0o y asumamos que los puntos del
diseno satisfacen x; < w9 < ... < x,. Consideremos la sucesion D;(x) = |z; — x|

ordenada de menor a mayor, es decir DM (x) < ... < D™(z), y sea D) (x) la distancia
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al k—ésimo vecino mds cercano. Entonces, para i1 =1,...,n

1/k, si|z; — x| < DFE(g)
Wyi(x) = (4.3)

0 si |zv; — x| > DF)(z).

(iii) Pesos de Gasser-Miiller.

Sea K un nicleo y sea {s;}I, una sucesion de términos interpolantes tales que, x;_1 <

i<z, i=1,....n—1, xg=50=0y s, =1. Asi,

Wyi(x) = nl/ K(xh—u) du, i=1,...,n.
Si—1 n

i—

Vamos a realizar un conjunto de observaciones analogas a las que hicimos para los M —es-

timadores de la escala global.

Observacién 4.1

(i) El infimo en (3.4) es necesario cuando la funcion de escores es discontinua. Para el
desarrollo de la la teoria asintotica de los M—estimadores de la escala local, vamos a
suponer que se cumple la Hipotesis 1, que establecia que la funcion de escores x es

continua, acotada, par, estrictamente creciente sobre el conjunto {x : x(x) < ||x||} con

x(0) =0y x|l =1.
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(11) Bajo la Hipdtesis 1, 0y () es la unica solucion positiva de la ecuacion

Zwm (a;—n(;) =b. (4.4)

(11i) Las constantes a y b son elegidas de tal modo de asequrar que, en el modelo central Fy,

la sucesion {Oyn(x)}, <, sea asintoticamente consistente Fisher.

Definamos ahora el M —funcional local de escala al cual converge (como se demostrara méas

adelante) la sucesién de M —estimadores {0y, ()}, < -

Definicién 4.3 Sea S(-) el M—funcional de escala introducido en la Definicion 3.5. Defini-
mos el M—funcional local de escala, correspondiente al M—estimador local 7y, (), como el
valor S(G,) donde G es la funcion de distribucion de la v.a. o(x)Us = o(x)(Uy — Uy) con Uy

y Us i.i.d. con distribucion comin G. FEs decir,

S(G,) = inf {a ~0: E {x (U(x) (Cs = Ul))} < b} . (4.5)

ao

Observacion 4.2

a) Dado x € (0,1) fijo, si consideramos la funcion de distribucion (condicional) empirica

Fa(ylz) = Zwm 2 ooy (V7)
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entonces por (4.2) y (4.5) obtenemos

S(Fn(|x)) = /O-\Mﬂ’b(x)’ (46)

b) Bajo la Hipdtesis 1, S(G) es la unica solucion positiva de la ecuacion

of ()] -

De (4.7) y (3.5) se deduce facilmente que el funcional es consistente Fisher, es decir

Vo e (0,1): st G = Fy entonces S(G,) = o(z). (4.8)

4.2. Teoria Asintotica de los M —estimadores locales de

la funcion de Escala

En la presente subseccién consideraremos {Y;} ; una sucesién de v.a.’s independientes
satisfaciendo el modelo (4.1), {Gyn(7)}, -, la sucesién de M —estimadores locales de la funcién
de escala definida en (4.2), G, y S(G,) como en la Definicién 4.3. A continuacién recordamos

la notacion introducida en (3.3) e introducimos notacién adicional. Sean parai =1,...,n—1

Y = Yi—l—l - Yz s U’ = Ui+1 - Uz y Uz = O'(ZL'I'+1)UZ‘+1 - U(Iz)Uz . (49)

(2 7
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Consideremos dos hipdtesis necesarias para establecer la consistencia fuerte de la sucesién

de los M —estimadores.

Hipétesis 10 La funcién de escala o : [0,1] — IR es continua.

Hipétesis 11 La sucesion de pesos {wy(x)}1— satisface

(1) Mmoo Z?:_f Wn,i(z) = 1.
(i) Eziste M >0 tal que 37 |w,(z)| < M, para todo n > 2.
(iii) 1imy, oo S0 (Wi (2)|1{|2;—2|>a} = 0, para todo a > 0.

() lim, o wylogn =0, donde w, = max |w,(z)].
1<i<n—1

Teorema 4.1 Consistencia Fuerte de los M — estimadores.

Bajo las Hipdtesis 1, 2, 3, 10 y 11 para cada x € (0,1) la sucesion de M—estimadores es

fuertemente consistente a S(Gy), es decir,

Gun (@) <2 S(G,). (4.10)

Para la prueba de la consistencia fuerte necesitaremos los dos lemas siguientes. La de-
mostracion del primero se puede hallar en Bosq (1996, pag. 22) y la del segundo en el Apéndice

A.
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Lema 4.1 Desigualdad de Hoeffding. Sean Xi,..., X, v.a.’s independientes con media
cero tales que a; < X; < b;, i = 1,...,n donde ay1,by,...,a,,b, son constantes. Si S, =

o X; entonces, para cada € > 0, es vdlida la siguiente desigualdad

2¢?
P(’STL| Z 6) S 2eXp _Zn (b N a‘)g .
1=1\"" g

Lema 4.2 Sean Zi,...,7Z, v.a.’s independientes con media cero y uniformemente acotadas

-1 y
CON SUP <ic, | Zi| < ¢y sea {wn;};_, una sucesion de pesos.

=

(a) Si {w,;}1— satisface la Hipdtesis 11(ii) entonces, para cada € > 0,

1=

n—1 2
€
P nili| > €] <2 — ), 4.11

donde w,, es como en la Hipotesis 11.

(b) Si, ademds, la sucesion de pesos verifica la Hipdtesis 11(iv), entonces

n—1
Z wyiZ; — 0, completamente. (4.12)
i=1

Demostracion del Teorema 4.1. Vamos a utilizar una estrategia similar a la de la de-

mostracion del Teorema 3.1. Fijemos = € (0,1) y consideremos la funcién de distribucién

n—1
empirica condicional F),(y|x) = Z Wi (%) ] (o) (Y;"), que denotaremos por simplicidad F, (y),
i=1
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para cada y € IR, omitiendo la dependencia de x. Andlogamente, definamos la funcién de dis-
n—1

tribucién empirica (condicional) F,(y) = Zwm(x)[ (,oo,y](l?i). Como la Hipdtesis 1 implica
=1

que S es continuo respecto de la topologia débil, y teniendo en cuenta que S(F,) = Gyn(x),

para demostrar (4.10) sera suficiente probar que el siguiente limite es vélido
m(F,, Gy) =20, (4.13)

donde 7 es la distancia de Prohorov. Para obtener (4.13), bastard demostrar que

m(F,, F,) <0 (4.14)
m(Fp, Gy) <2 0. (4.15)

Para mostrar (4.14), es suficiente probar que, para cualquier funcién f continua, Lipschitz y

acotada (f € Cr(IR)),

/ F@)d(F, — F)(y) <20,

0, equivalentemente

S i) FO7) — Y i) () <0

Por la Hipdtesis 2, M,, = 1<m<éx ) (xip1 — ;) — 0, luego, existe ng tal que M, < §, para cada
<i<n—

n > ng. Ademads, por la continuidad de g, dado ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que si |[u —v| < §

entonces |g(u) — g(v)| < /(M || f||;) donde M estéd dado en la Hipdtesis 11(ii). A partir de
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estas afirmaciones, deducimos las siguientes desigualdades

< 3 lon@) [£07) - £(0)

Y - Ui

IN

n—1
1f1l D lwna(@)]
i=1

= 171 Y o) gtien) ~ o)

n—1

< Nl /AL D lwnil@)] < e

=1

n—1 n—1
para todo n > ngy. Con lo cual, lim Zwm(x)f(Yl*) — Zwm(:z:)f((z) = 0, de donde se
i=1 i=1

deduce (4.14).

Probemos ahora (4.15). Es suficiente mostrar que para cada f € C(IR)

iwn,i(w)f(@) —E iwn,i(x)f (5) =0, (4.16)
y
lim B gwn,i(:v)f (17) = / fdGy = E[f (a(x)U7)] . (4.17)

Definamos la siguiente sucesion de variables aleatorias Z; = f (ﬁl> - F [ f (ﬁlﬂ, para i > 1.
Luego (4.16) es equivalente a probar que S, = S0 w,;(¥)Z; =% 0. Los términos en S,

son uno—dependientes pero pueden ser separados en dos conjuntos de variables aleatorias

independientes. En efecto, S,, = S, + S, donde, para j = 1,2, §;,, = Zieljnwm(m)Zi
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con 1, ={l<i<n-—-1:iespar}tyl, ={1l <i<n—1:1iesimpar }. Apliquemos
el Lema 4.2(a) a cada término. Sea w) = méXier,, [Wni(2)] < wy, como 3o Jwpi(x)] <

Yo Jwni(x)] < M, obtenemos, para j = 1,2,

62 62
P(‘S',n|>€>§2exp T SQeXp(—4) i
’ 2|12 M) 2012 M,

Por lo tanto,

62
< < 21712 Mw,
P(|S,| > 26) < P(IS10] > €) + P(|S2.] > €) < dexp ( 2||f||§onn) ’

de donde, por la Hipdtesis 11(iv) Z P(|S,| > 2¢) < 0o y por lo tanto, S,, == 0.

n=1

Finalmente mostremos que se cumple (4.17).

B wn@)f0)| - BG@U] = Y wn@)B [£0) - fo@y)
n (Z i) - 1) Ef(o(@)U})].

Por la Hipotesis 11(i), el segundo término de la expresién de la derecha de la igualdad converge

a 0. Solo resta entonces probar que el primero también lo hace. Para ello definamos la siguiente
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funcién h(y) = E(f (U(y)Ul*)> y las sumatorias

T = 3 wnso) () — h(a)
Top = Y wai(@)E [f((0(zit1) = 0(x:)) Vs + o(2:)U7) — f(o(x)UT)] ;

n—1

luego Z Wy (x)E [f((?z) — f(a(a:)Uf)] =Tip+Top.

=1

Analicemos el comportamiento de 77 ,,. La continuidad de la funcién f y de la funcién de
escala o (Hipdtesis 10) implican que h es continua en z. Por otra parte, h es acotada pues f lo
es. En consecuencia, dado € > 0 existe § > 0 tal que si |[z—y| < § entonces |h(z)—h(y)| < ¢/M.

Por estas consideraciones y por la Hipdtesis 11(ii) tenemos

Tinl < Z!wm )Lz~ >0y [P (2) |+Z!wm )| Lz, —a<sy [P (x) — h(s)]|

< 2 HhH Z |wnz |I{‘%,x‘>5} +€

De donde, por la Hipdtesis 11(iii), obtenemos que lim |7} ,| = 0.

Mostremos ahora que T, — 0. Sean, para 1 < i <n—1,u; = (o(xi41)—0(x;))Us+o(z;) Uy

y v; = o0(z;)Us. Sea e > 0y k tal que P(|Usz| > k) <e€/(4] f]l., M). Luego, la Hipdtesis 11(ii)
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y el hecho que f es Lipschitz, implican que

T, < Z|wm ) E|f(uw) — f(vy)]

< Z [wni(@) B[ £(w) = F©3) Tquaisny | + Z [wni(@)| B[ £ () = (00) Ty
< Wl 3 oo o) = ol |z

207l Z\wm )| Pl > 0
g

171, Z [wni (@) B[o i) — o) [T Tgwsjzia] + /2

Por la continuidad de la funcién de escala sobre [0, 1] (continuidad uniforme ya que esta defini-
da sobre un compacto), existe § > 0 tal que si |s—t| < ¢ entonces |o(s)—o(t)| < €¢/(2ME| f]|;)
y por la Hipdtesis 2, existe ng tal que M, = 1<111<éx , (i1 — ;) < 0, para todo n > ng, de

donde

||f||LZ|wm N E [|o(@in) = o(2:)|[UVa] L] < €/2

con lo cual, lim,,_, |T3,,| = 0, lo que concluye la demostracién. (]

Enunciaremos y demostraremos ahora el Teorema de distribucion asintética de la suce-
sion de M —estimadores locales de la funcién de escala. Primero introduciremos las siguientes

hipétesis adicionales.
Hipétesis 12 La funcién de escala o : [0,1] — IR" cumple (a) o (b) donde

(a) o es Lipschitz—continua con ||o||, como en (2.1)
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n—1
(b) o es continua y lim ¢, '/? Z | Wi (x)] |o(zi41) — o(z;)] = 0.
i=1

o s . -1 -, .
Hipoétesis 13 Sea ¢, = Y i w2 ,(x). La sucesidn de pesos verifica

Y2, =0 con w, = méx |wn.i(x)].

(1) lim,,_ Cn (x|

(i) 1, oo cn > (07w () — 1) = 0.

Hipotesis 14 La funcion de escores x es tal que para cualquier o # 0, 3 # 0,
via,B) = El|lx'(aUy+ pU)Us|] < 00

donde {U,;}iz12 son v.a.’s i.i.d. con Uy ~ G.

Observacion 4.3 La Hipdtesis 14 es vdlida si, por ejemplo, x' es acotada, x'(u) = 0 para
lu| >cy E [|U2| Lavs+pun|<e 118U [>2¢ ]|aU2|>c} < 00. Efectivamente, las siguientes acotaciones

implican que v(a, f) < 00

via, B) = E||x'(aUs + BUN || < |Ix |l E [|U2]Ljavs+501 <)
< xlloo [E [|U2| Latnspuni<e Ligvni<2e] + E [|Uz] Liavs+st11<e Ligu, >2¢)]

2c
< ||X/||OO m +E (|U2| I\aU2+ﬁU1|§c I|BU1|>20 I\aU2|>c}

Por otra parte, si x' es continua implica que SUp, gex, xic, V(@ B) < 0o donde K; son con-

guntos compactos en IR — {0}.
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Cabe mencionar que la derivada de cualquier miembro, x., de la familia de funciones de
escores de Beaton-Tukey introducida en el Ejemplo 3.4 cumple claramente las condiciones

especificadas arriba (posee soporte compacto [—c, c| y derivada continua).

La condicion de finitud de E [|U2] Lava+8un|<e 1180, | >2¢ I‘aU2|>C] no es restrictiva como
pareciera ya que, por ejemplo, se cumple aun para la distribucion de Cauchy, la cual carece
de primer momento finito. En efecto, asumamos que {U;}i—12 son v.a.’s i.i.d. con Uy ~
Cauchy. Hay solo dos casos a considerar, o bien las constantes o y 3 tienen el mismo
signo o tienen signos opuestos. Asumamos que ambas constantes son positivas (el otro ca-
so por simetria tiene el mismo tratamiento). Un simple andlisis muestra que para la re-
gion de integracion R = {(z,y): |ay+ Bz| < ¢, |fz| > 2¢, |ay| > ¢} existe ko una con-
stante positiva tal que R C S1 U Sy donde S; = {(z,y): —a—br <y <a+bxr; v < —ky}
ySe={(z,y): —a—bxr<y<a+br; x>ko}t, a=c/ayb=pF/a. Luego, si f es la densi-

dad conjunta del vector (Ui, Us) entonces

E [|Us] Lot stni<e Ligtn sze Tatnpse] < / ] f (2, y)dyd + / ] (e, y)dyda.

Sl SZ

Sdlo es necesario comprobar que una de las integrales es finita. Ast,

1 —ko a—bx y
/ 5, WIS ydyde =25 | / T+ )1t

1 [ 1 | (a—bx)*+1 p
et _ O X
272 J_ o 1+2a? & (—a—bzx)?+1

IN

yarctg(—ko) + 7 < 00
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ya que ¥ = 53 || v h(z) = ‘log (%)’ es una funcién acotada.

Hipétesis 15 Para cada x € (0,1) se verifican
n—1
(i) lim 2y w2 (o(x:) — o(x)) = By
i=1

(i) lim 2 fun(@)] (o) — 0(2)? = 0.

Teorema 4.2 Sea x € (0,1) fijoyc, = Zw como en la Hipdtesis 13. Supongamos que

! Zwmﬂ(x)wn,i(:v) — >0 cuandon — oo y que v; >0, i = 1,2 donde

1 T N M

=i =2 | (G5 (asieom )| @i

Sea v = v(G,) = v /v3. Supongamos que se cumplen ademds las Hipétesis 1, 4, 6, 7y 11 a

15, entonces se tiene que

eu'? Gun(@) = S(Ga)) == N (S(G.)Bi/o(x),v). (4.20)

Observacién 4.4

(a) Si bien, en la demostracion de este teorema, se utilizard el Teorema 3.1, la normali-

dad asintotica sigue valiendo si la convergencia casi sequra de los M—estimadores es
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(b)

(c)

(d)

reemplazada por convergencia en probabilidad.

Es importante mencionar también que si 31 = 0 entonces no hay sesgo asintotico. Por
otra parte, el sesgo asintdtico depende de x sdlo a través del funcional S(G). Por lo
tanto, en el centro del entorno (o sea, si G = Fy) el sesgo asintotico del estimador es
independiente de la funcion de escores. Es decir, el comportamiento asintotico depende

de x solo a través de la varianza.

La dependencia inherente al hecho de haber introducido un estimador basado en di-
ferencias induce la aparicion del sequndo sumando en vy. Por esta razén no se ob-
tiene la expresion usual de la varianza de los M —estimadores de escala, a diferencia
de lo que ocurre en regresion no—paramétrica en donde la eficiencia asintotica es la del

M —estimador de posicion.

Dado que en los estudios de simulacion Monte Carlo tomaremos medidas basadas en

log(0yn(z)/S(Gy)), observemos que

¢, '/?10g (Gun(2)/S(G) == N (81/S(Ga),v/S*(Gr)) -

Ademds, v/S*(G,) es andloga a la medida recomendada en Huber (1981) para medir

eficiencia de estimadores de escala.
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Lema 4.3 Para cada s >0 yx € (0,1), definamos

n—1
Y+
Anp(s,2) = g Wyi ()X (a_;>_b
i=1

Nao) = 3wy (725

Malsa) = Zwmx("(w) (%) ot - ot

donde Y y Uf, 1 < i < n—1 son como en (4.9). Entonces, bajo las Hipdtesis 1, 4, 6, 7,

11(1), 12, 13(i), 14 y 15, se tiene

VP Anp(s,2) = 051/2)\;7,)(3,:5) + ¢, A (s, 2) 4 0p(1) (4.21)
_ , (o(x)Us U
Puasia) = o8 | (P28 ()] o0 (122)

Demostracion del Teorema 4.2. Fijemos x € (0,1) y para abreviar sea S, = S(G,).
Consideremos A, como en el Lema 4.3. Por (4.4), el M—estimador local 7, (x) satisface
Anp (O (), ) = 0. Un desarrollo de Taylor de primer orden de A, (s, z) alrededor de s = S,

evaluando en oy, (x), implica

0= /\n,b(aM,n<x>7 .I‘) = /\n,b(Sz7 Z‘) + (81\1,n(x) - Sx) /\;L,b(a(),n7 .T) )
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) 1= Y\ (Y7
/ - Y — = . Pl ) (2
donde A, ,(s,7) = P Anp(S, ) p3 Wi () ) <as) (as> y
Gon = (1 —60,)S; + 0,0,n(x), con d, algin valor en [0, 1]. (4.23)
Luego, cn /> (Cun(z) —Sz) = — 651/2/\%()(5” )/ A, (G0, ). Por lo tanto, es suficiente probar
que
e P M (Se ) —= N (Syva61 /o (), 01) (4.24)
—X0(Gon, 1) L5, (4.25)

De acuerdo al Lema 4.3, C,Zl/z/\n,b(Sx, x) = cﬁl/z)\;b(sx,m) + 051/2)\17,1(590@) +o0,(1) y

P Nn(Sps ) = BIE {x’ (Jfgw) (g; )] = Syvafi/o(z) (4.26)

con lo cual para probar (4.24) bastara con demostrar

V2L (Sey ) —55 N(0,01). (4.27)

n

. ~1/2 o
Reescribamos entonces ¢y, '/ A5 (Sz, @) de la siguiente manera
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124 _ U;
Cn1/2/\n,b(5$’x) = 1/2 (Z wnz ( a;x ) b)

n—1

= anmz:am{ —l—bc_l/2 Zwm )—1)

i=1

= Bl,n + B2,n

con ay,; = Vn_1/2c;1/2wn,i(x), & = x(o(x)Uf/ (aS,))—by V,, = Var [Z? 11 cgl/zwn,i(a:)& . La

Hipotesis 13(ii) implica que Bs, — 0. Por lo tanto, demostremos que

vz v, (4.28)
n—1
S ani& —5 N(0,1) (4.29)

=1

de donde se deducira (4.27). La convergencia en (4.28) es consecuencia de la siguiente igualdad

y del hecho que ¢;' 07 wm(:c)wmﬂ(x) — 3

V., = Var

Zc 2w iz i]—c Zw V&T[( )}
2 o[ (22) o (22

) Var[x(iéf*)}”c [ (F55) (P2)] o ot

Para probar (4.29) utilizaremos la Proposicién 2.4 para procesos ¢—mezclantes. Teniendo en

cuenta que V,, — vy > 0, sin pérdida de generalidad podemos asumir que inf1 V, > 0. Por lo
n>
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tanto,

supZam—supV c, Zw —1/1an <00 .

n>1 n>1

Por otra parte, (4.28) y la Hipétesis 13(i) implican que

Vo2 méx ¢ 2w, i (z) — 0.

MAX |ani| = 1<i<n

1<i<n ”

Como x es acotada, la sucesién {£?};5; es uniformemente integrable. Es claro que {&;}i>1,
por ser una sucesion de v.a.’s uno—dependiente, es ¢—mezclante y ademas (ver Observacién
4.2(b)), satisface E'[¢;] = E [x(o(2)U}/ (aS;) — b] = 0. Finalmente, por definicién de la suce-
sién {an;}, Var (321 a,:&) = 1, de modo que se cumplen las hipétesis de la Proposicién 2.4

y por ende se establece la validez de (4.29). Hemos demostrado entonces (4.24).

Probemos (4.25). Definamos n(t) = (t/a)x '(t/a). Por el Teorema 4.1 y por (4.23), tenemos

que To.n L, S,. Por lo tanto, bastard demostrar que

Zwm <AY>L> [n(Uf;m(x))]. (4.30)

00,n

Definamos, para s € IR", f Zwm n (Y;*/s) y realicemos un desarrollo de Taylor de

primer orden de f alrededor de Sx y evaluada en 0y ,,. Obtenemos de esta forma

Y* n—1 '* 1 n—1 Y* Y;* R
0,n i=1 0 =1 ap, To,n

- Al,n + AQ,n(Sx - O-O,n)
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con 30(7}1) =(1- Gn(l))Sx + 6} (1)7p,, un punto intermedio y 0.1 algiin valor en el intervalo

[0, 1].
Por (4.23) y el Teorema 4.1, 00(1) L. S,. Por otra parte, por la Hipétesis 7(ii), la fun-
cion h(t) = —an'(t)t = [(t/a)X'(t/a) + (t/a)*x"(t/a)] es acotada con lo cual Ay, = O,(1) y

entonces, para probar (4.30), bastard mostrar que

=S o (1) 2 g (Yiot2)). )

Por la Hip6tesis 7, € CL(IR), con lo cual (4.31) puede ser demostrado con las mismas técnicas

que las utilizadas para demostrar (4.13) en el Teorema 4.1. [J

Observacién 4.5 Analizaremos las tasas de convergencias et (donde ¢, = E w? ) y el

factor B = lim ¢ * E Wy i1 (X)W i (x) asociado a la covarianza de la distribucion asintdtica
n—oo
i=1
para algunos tipos de pesos introducidos en el Ejemplo 4.1. La siguiente notacion serd uti-

lizada: dadas dos sucesiones de nimeros reales {an}, 1 ¥ {bn},>1; an ~ by denota que ambas

sucesiones tienen el mismo orden de convergencia.

(a) Pesos de Rosenblatt.

n—1

= - T T, - —2p2 (T T
Sea wy(x) = (nhy,) K( W ), entonces, como ¢, = ;(nhn) K (h—n) y

dado que (nhy,) ZKQ < }:xl> — /K2(u)du tenemos que ¢, ~ (nh,)~t. Asi, el
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. —1/2 .
orden de convergencia es cn''* ~ (nhy)"2. Ademds

hn‘”i) _ / K2(u)du

n—2
B = lim (nh,,) 12[((1:_%“)[((%
n—oo p

(b) Pesos de Priestley-Chao.

r — T

b,

Consideremos wy ;(x) = h ' (v, — I'Z)K( > y asumamos que los puntos del

diseno satisfacen M, = méx (z;11 — x;) ~ n~t. Luego
1<i<n—1

lo que implica que ent/? (nhn)'2. Un andlisis directo prueba que (3 = /K2(u)du

(c) Pesos de Nadaraya- Watson.

n—1
Sea wy, () = K (x l: x’) /$n cON S, = ZK (x
n =

x; ,
J). Teniendo en cuenta que

) = [ e

2
se deduce que cn''* ~ (nhy)Y? y que B = /K2(u)du/ (/ K(u)du) .

(d) Pesos basados en vecinos mds cercanos.
Sea wyi(z) = 1/k, si |z; — x| < D®) 40 en caso contrario. Es inmediato probar que

n

o=k, con lo cual ey ~ ki/* y B = lim knk 2 (k, —2) = 1.



CAPITULO 4: TEORIA ASINTOTICA DE LOS M —ESTIMADORES LOCALES 83

4.3. Resultados Asintéticos para Estimadores de Nu-
cleos con Ventana Adaptiva.

Cuando los pesos de los M-estimadores de la escala local estdan basados en nucleos, las
propiedades de los estimadores de la escala local dependen de la eleccion de la abertura de
ventana h, es decir de la cantidad de suavizado de la estimacion. Cuando el objetivo es estimar
la funcion de regresion hay varias propuestas, desarrolladas en la literatura, para seleccionar la
abertura de ventana. Por ejemplo, los métodos de convalidacion cruzada de minimos cuadrados
son introducidos y discutidos por Clark (1975), Wahba y Wold (1975) entre otros. Aquellos
del tipo plug-in pueden ser estudiados en Woodroofe (1970), Miiller y Stadtmiiller (1987). Una
exposicion detallada sobre distintas alternativas puede encontrarse también en Hérdle (1990,
Cap. 5) y en Hérdle (2004, Cap. 4). Para una discusién sobre la sensibilidad a la presencia de
valores atipicos de los selectores cldsicos ver Leung et al. (1993), Wang y Scott (1994), Boente

et al. (1997) y Cantoni y Roncheti (2001).

El estudio de aberturas de ventanas adaptivas para la funcién de escala se encuentra menos
desarrollado. Podria proponerse, como se ha hecho para la funcién de regresion, métodos del
tipo de convalidacién cruzada o plug—in para la funcién de escala. De todos modos, el objetivo
de esta seccion es estudiar las propiedades asintéticas de estimadores adaptivos. Para ser mas
precisos, cada método produce entonces un selector de ventana, o sea, una abertura de ventana
ﬁn = ﬁn(Yl, ..., Y,) que depende de los datos y que es, por lo tanto, aleatoria. Determinaremos
entonces, las propiedades asintéticas de los estimadores robustos de la escala local adaptados

al selector, oy, (z, hy,), bajo el supuesto de que existe una sucesién no aleatoria de aberturas
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de ventana {h,},>1 tal que tal que /fzn/hn L.

Consideraremos a lo largo de la subseccién los M —estimadores de la escala local, 0y, (x, h),

r — X

definidos en (4.2) con pesos de de Rosenblatt w,, ;(x, h) = (nh) 'K ( ) . Introduciremos

las siguientes hipotesis adicionales

Hipétesis 16 Eriste una sucesion {h,}n,>1 en IR" tal que

(i) hnfhy 21

(i) lim nh, =400 y lim h, =0.

n—oo

Hipdtesis 17 El nicleo K satisface

(i) K : IR — IR es par, acotada y tal que /|K(u)\du < 00, /KQ(u)du < 00 Y

lim v?K (u) = 0.

(i) /K(u)du .Y

(11i) K es continuamente diferenciable con derivada K' y Ki(u) = uK'(u) es tal que Kj y

K% cumplen ().

Observaciéon 4.6 Hay que tener en cuenta que las hipotesis anteriores implican la validez de

la Hipdtesis 11 para la sucesion de pesos wy, ;(z, hy,).
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Teorema 4.3 Sea x € (0,1) fijo. Bajo las Hipdtesis 1, 3, 5, 6, 10,16, 17 y si ademds se

cumplen (a) ﬁn/hn “% 1 y (b) nh,/log(n) — oo, entonces

Gun(T, hn) <2 S(GL). (4.32)

Demostracién del Teorema 4.3. Para abreviar denotemos S, = S(G,) como antes. Con-

sideremos la siguiente notacion

1

Anp(x,8,h) =

i

K
=1
o(x)Ur
( as

o e (5 () -
()]

Como estamos bajo las Hipotesis del Teorema 4.1 se deduce que

(nh)”
Mz,s) = E|x

A, 8, ) 555 Nz, s) = E [x (U(aj)Ufﬂ —b,

as

Supongamos que hemos demostrado la validez de

o~

(2,8, h) — An(T,8, hy) =50 (4.33)
entonces, habremos probado que

An(2, 5, hn) <55 Az, 5). (4.34)
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De este modo, considerando que A(z, S;) = 0y como x es estrictamente creciente en [0, ||x|[..).
dado € > 0, se sigue que \(z, S, —¢€) < 0 < Az, S; + €). Luego, como A, (z, s,ﬁn) =% Mz, s),
entonces para n suficientemente grande, tenemos que A, (x, S, — e,ﬁn) <0< A\(z,S; + (—:,En)

. . ~ N C.S. ;
c.s. implicando que oy, (2, hy,) — S(G;) como querfamos.

a(xm*)
y expresemos

Mostremos entonces que (4.33) es valido. Definamos Z; = x <
as

1

=

M@ 5, hn) = Ml s, ) = 073 [t = it K (‘"E - x) Z
K

- Sl,n + S2,n
Demostremos que
St — 0 (4.35)
Sam — 0. (4.36)

Reescribamos Sy, = (nhn)_IZK (
i=1

r — T;
n

- ) Z; [hn/ﬁn — 1]. Teniendo en cuenta que

para cada i > 1, |Z;| < ||x||., que

n

(nhn)_l Z

=1

k(1) - ikl

y la Hipdtesis (a), se deduce (4.35).
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Analicemos la convergencia de {53, },>1. Escribamos

s = 02 (122) (7)o
- o () [e] [ )

donde Ki(u) = uK'(u) y &, es un punto intermedio entre el min(h,, hy) v €l max(fn, hn).

Como /f;n /hn, =2 1, existe entonces un conjunto nulo N tal que, para cada w ¢ N, se verifica
% < ﬁn/hn < 2, lo que implica que &, € [hy,, hys] con hy, = %hn y hayr = 2h,. En el desarrollo

siguiente nos restringimos a los puntos w ¢ N.

o o () [2] [ -] 2

h K, (x gnxl)‘

|S2,n| =

IA

2|=" = 1 Il (nha) ')

n =1

Bastarfa entonces comprobar que, si A, = (nh,)"" Z K <x g xz> entonces
i=1 "
limsup |4,| < oc. (4.37)
) &n 1 — T — x; .
Reescribamos A,, = o C,, con C, = TZ K € y, fijemos w ¢ N. Luego,
=1

como &, € Ay, hyl], entonces <}§—n> € [1/2,2] y, por la Hipétesis 16(ii), £, — 0 y n&, — oo,

n

de donde C;, — / | K (u)| du. De este modo, hemos probado (4.37) finalizando la demostracién

del Teorema. O
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A continuacién vamos a hallar la distribucién asintdtica para el estimador basado en el
selector de ventana. Mas especificamente, demostraremos que el estimador local de la escala
construido en base a {h, },>1 tiene la misma distribucién asintética que el basado en la sucesién

de aberturas de ventana no aleatorias, {h, },>1. Antes haremos algunas consideraciones.

En primer lugar, tengamos en cuenta que si se cumplen las Hipdtesis 1, 4, 6, 7, 12, 14, 15,

16(ii) y 17, entonces

(nh)Y? [Gun (@, hn) — S(Gy)] = N

S(G,) v
((fK2<u du) 2o(2) T2 (u)d ) (4.38)

donde

En segundo lugar, observemos que si existe v finito tal que nh? — 2, o(z) tiene segunda
derivada continua y /uQK(u)du < 00, entonces (; = 70”(x)/u2K(u)du. Si, en cambio,
/ w? K (u)du < oo, nh3 — +? y la funcién de escala s6lo tiene primera derivada continua,

entonces 31 = 0.
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Teorema 4.4 Sea x € (0,1) fijo. Bajo las las Hipdtesis 1, 4, 6, 7, 12y 14 a 17

~

() /? [Gan(, o) — S(Gx)} AN (sz 5((;)2/20 5. . K2U ) (4.39)

donde [y y v son como en (4.38).

Demostracién del Teorema 4.4. Definamos como antes S, = S(G,) y

& T —T; Y’
Mp(T,8,h) = (nh)™* ZK( - )X (a_s) —b
i=1

Sa(h) = (nhy)Y*Mp(z, Sy, h)
h X1 as

con x1(u) = uy'(u) como en la Hipdtesis 7. Sea también x3(u) = x1(u) + x2(u), con xo(u) =

Bteosi) = ()52 Yk
=1

u?x " (u) (como en la Hipdtesis 7).

Usando un desarrollo de Taylor de orden dos, obtenemos la siguiente igualdad

0 = (W) 2N (@, G (@, ) Fon) = S(n) = ()2 (G, o) = S ) An(n)

donde

An(hn) = Min(, Sy ) — <0Mn(mh) Sx> By (h)

wi - i () (E)
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y &, = fn(x,/ﬁn) es un punto intermedio entre /U\Mn(x,/f;n) y S,. Podemos entonces escribir

(nhn)Y/? (6},{7”(%/};”) - sx) = S, (h) /A ().

Por (4.24), S, (hy) N M, el ,CON K = /KQ(u)du. Por ende, basta con demostrar
k'20(z) K

que

An(hy) -2 v, (4.40)

S () = Su(hn) -2 0. (4.41)

Como Xln(a:, Se, hn) BENIR (ver (4.25)) y <5M7n(aj, hyp) — Sx> 2.0, entonces (4.40) serd con-

secuencia de

N (2, S0, ) — Ain (:c Sw,ﬁn) 2.0 (4.42)

Ba(hy) = 0,(1). (4.43)

La demostracion de (4.42) sigue un esquema analogo a la de (4.33). Tengamos en cuenta ahora

que gn = §n(x/]{n) L) z Y

7T \-1 - L — T Y’
(nhn) ZK( /];n )X3 <a§n)

=1

n

< Ixsll (nha) ™'

=1

K (33 E_f) ‘ L (4.449)
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Nuevamente, de manera andloga a como se procedié para probar (4.33) se demuestra que
r—x; P
K — 0.
( han ) '

Y K(x ];n”)‘ N /|K(u)|du im-

n

<) ey

n =1

Estas afirmaciones, junto con el hecho de que (nh,)™* Z
i=1
plican (4.43).

Demostremos (4.41). Como 7,, = ﬁn/hn 251, entonces P (7, € [r,s]) — 1, para r y s

constantes tales que 0 < r < 1 < s. Definamos el siguiente proceso estocéstico

V() = (nhn) 2 A (2, S, Thy) (4.45)

con 7 € [r, s]. Observemos que V(1) = Sn(ﬁn) y Va(1) = Sy (hy).

Supongamos que es valido

v, LV, (4.46)

donde V' es un elemento en C|[r, s] (ver el Capitulo 2).

Sean €, 1 > 0 arbitrarios. Como 7, —— 1, existe 6 > 0y ng € IN tal que

P(|7,— 1] >6) <n/2, Vn>ny.
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Por otro lado, por (4.46) y la Proposicién (2.5), existe ny; € IN tal que

P ( sup |Vo(7) — Vo (1)| > e) <n/2, Vn>n;.

|T—1]<6

Estas desigualdades implican que Vn > méax(ng, ny)

P(Va(Tn) = Vo)l > €) < P(fn = 1] >0) + P ( sup Vi (1) = V(1) > 6) <7,

|T—1]<6

de donde se obtiene (4.41).

Probemos entonces (4.46). Definamos el siguiente proceso

Up(7) = (nhp)Y? { s (2, Su, The) — E [Mnp(, Se, Thi)] } (4.47)

con lo cual
Vo(T) = Un(7) + (nhn)l/QE Ano(x, S, Thy)] (4.48)
= Un(T) + 7u (7). (4.49)

Es inmediato comprobar, utilizando las mismas técnicas del Lema 4.3, que

S vz
o(z) T1/2

sup (nhn)l/QE [Anp(z, Sy, Thy)] — By

TE[r,s]

— 0,
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Sa

es decir que v,(1) — (1) = ﬁlﬁ% uniformemente en el intervalo [r, s]. Luego, para
o(z) T

probar (4.46) basta ver que el proceso
U, —U (4.50)

donde U es un proceso estocastico gaussiano en C|r, s]. Combinando las Proposiciones 2.6 y

2.7 y teniendo en cuenta la Obervacién 2.2 debemos probar que

(i) Dados 7y,...7, € [r,s| arbitrarios, entonces (U, ...U,,) converge a una distribucién

normal multivariada N (0, X).
(ii) La sucesiéon {U,(r)}n>1 es ajustada.

(ili) Existen constantes v > 0, @ > 1 y una funcién continua F' no decreciente en [r, s] tal

que E[|Un(12) = U, ()] < |F(12) — F(n)|*, para0<r <m <71 <s<1.

Como es usual, para demostrar (i), consideremos a = (ay, ..., ax) € IR" un vector arbitrario

k

y demostremos que W, = > ;_, a;U,(7;) converge en distribucién a una normal. Para ello

escribamos

1 - T — x;
= (nhy)"?——>"K L) Z
Un(r) = (nhn) nth, p— ( Thy, > !

Y Y
con Z; = x < é > —F [X ( é )} . La convergencia a la distribuciéon normal de la sucesién
a T a T
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{W,}n>1 es inmediata usando el Teorema 4.2 y teniendo en cuenta que

W= h) 30 () 2
i=1 n

a;
— K (u/7;) un nuevo nucleo.

Tj

con K*(u) =

H'Mw

La demostracién de (ii) es trivial pues U, (r) converge en distribucién.

Probemos ahora (iii). Ser4 suficiente demostrar que E [U,(12) — Upn(11)]* < ¢ (12 — 71)* con
¢ una constante positiva. Como x es acotada, existe una constante k; tal que Var[Z;] < ki y

Cov|Z;, Z;i11) < ky para todo ¢ > 1. Luego

EUn(1) = Uy(r)]? = Var[Up(r) — Un(m)]

S Hl,n + H2,n

donde

=
5

Il
pO
>~
&
>|
s

3

L
AN
S =
=
e
e
>
RN
~__—
|
il
=
N
,:‘R
>
SR
~_—
~_
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Acotemos H; ,. Teniendo en cuenta que K es Lipschitz continua

1 — 1 T — 1 T — I 2
Hi, 2k —K L) - =K :
1 lnhn ZZ_; (7’2 ( Tghn ) T2 ( Tlhn ))
1 — 1 T — T; 1 T — T 2
2k —K L) - =K :
+ 1nhn ZZI (7'2 ( T hy, > 5 < T hy, ))

< Ty, + T3y,

IN

siendo

con & € (11, 72). Como 71,79 € [r,s] y por las hipétesis sobre los puntos del diseno, como en

el Teorema 3.1 de Boente et al. (1997) es facil ver que, para todo n > 1

1 — T — T 2 — 2.\
K{ 1 A <B
nhnlzl( < §iln )) ( hin ) -

con B una constante. Teniendo en cuenta también que, para todo n > 1,

1 - T — T
K2 =—=
ntihy, ZZI ( T1hy, )

IN
Q
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con (' una constante, entonces

2
S 2
Tl,n S 2k1ﬁB(T2_Tl)

3
3
IA

S
2]€1ﬁ0 (7'2 — 7'1)2

2
s s

Ast, Hy,, < ¢1 (19 — 71)2 con ¢y = 2k, (—43 + —20>. En forma andloga se prueba que existe
r r

una constante ¢, tal que Ha,, < ¢ (75 — 71)°. Luego (iii) se cumple con v = e = 2, F(u) = ¢'/?u

yc=c1+c. O

4.4. Resultados Monte Carlo

4.4.1. Problema y objetivos
I. Modelos y Estimadores

Consideremos el siguiente modelo

introducido en la Definicién 4.1, con puntos del disefio equi—espaciados, es decir x; = i/n+ 1,
1 =1,...,n. Vamos a considerar tres modelos heterosceddsticos y un modelo homosceddstico

o de escala global (M.E.G.) con las siguientes funciones componentes de regresion, g(z), y de
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escala, o(z)

g(z) = 2sen(4mx) o(x) = exp(z) Modelo M1
glx)y=1+=x o(z) =1+ [1 + sen(10z))? Modelo M2
gx)=1+x o(z) = (1+x)? Modelo M3
glx)=1+x o(z) =1 M.E.G.

Para la distribucién G, de los errores U;, consideraremos como modelo central (Fp) a la normal

estdndar y dos tipos de contaminacién (H)

G =¢€eN(0,1) + (1 — ¢)Cauchy Contaminacién Simétrica.

G =¢eN(0,1)+ (1 —¢)N(10,1) Contaminaciéon Asimétrica.

Para contaminaciones simétricas simularemos, para los cuatro modelos presentados, para
tamanos de muestra muestra n = 100 y n = 200, y proporciones de contaminacién € =
0,0.10,0.20 y 0.30. Para contaminaciones asimétricas sélo consideraremos los tres modelos
heteroscedasticos con tamanos de muestra n = 100 (excluimos el tamano n = 200 y el modelo

homosceddstico ya que las conclusiones no varfan).

Cuando nos referimos a modelos hablamos (sin hacerlo explicito) tanto de sus funciones de

regresion y de escala como de la distribucion asociada a los errores y el tamano de la muestra.

Para estimar la escala o(z) en un punto « € (0, 1), compararemos tres estimadores basados
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en la familia de pesos de Nadaraya-Watson con ntcleo gaussiano, es decir,

y K(t) = (2m) 12 exp(—12).

En la estimacion se compararan tres aberturas de ventana: h = 0.04, 0.2 y 0.5, para todos
los modelos excepto para el modelo homoscedastico para el cual se compararan las aberturas

h =0.2 y 0.5 ya que para este modelo sobre-suavizar provee mejores estimadores.

Consideremos la ecuacion

nz_lwm(x)x (M) _ b, (4.51)

donde a € (0,00) y b € (0, 1) satisfacen las condiciones especificadas en (3.5) de tal modo que

los funcionales asociados resulten consistentes Fisher en el modelo central.
Si hacemos x(z) = 22, a = v/2 y b= 1, la solucién de (4.51) es

1/2

s = | St (B2 20| (1)

al que llamaremos “estimador de Rice de la escala local ”. Si utilizamos en (4.51) la familia x..
de funcién de escores de Beaton-Tukey (BT) introducida en (3.11) con ¢ = 0.70417, a = v/2 y
b = 3/4 obtenemos el “M-estimador con funcion de BT de la escala local”, al que denotaremos

con oyr (). Finalmente introducimos el “estimador de Boente, Fraiman y Meloche de la escala
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local”, Gypy (), definido como

n—1 % v
/O-\BFMW(ZL') = inf {0' >0: ;wm(x)x (%) < b}
con funcién de escores x(y) = I{u: ju>o-1(3/4)}(y) ¥ constantes de ajuste a = V2yb=1/2.

II. Esquema y objetivos de la simulacion

A continuacion, introducimos algunas medidas clasicas para evaluar el comportamiento de
los estimadores. Para cada modelo y tamano de muestra particulares haremos NR = 1000
réplicas independientes. Dada una réplica j (fija) y sus correspondientes variables respuestas
{Yi(j " una medida de evaluacién del desempeno de un estimador, o, es el estimador del

=1

Error Cuadrético Integrado (E.C.1.) definido como

donde 5/ indica que el estimador estd computado en base a la j—ésima muestra. Para medir
cercania en escala una medida mas t1til es el estimador del Error Cuadratico Integrado en

escala logaritmica (E.C.I.L.)

2 (5]

=1

S|

Para un estimador &, en un punto x fijo y abertura de ventana h, consideremos el estimador
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del Error Cuadréatico Medio (E.C.M.) definido como

1” 2
R 7@)"

7j=1

ECM =

0, en escala log,

)]

De ahora en més, por simplicidad, omitiremos el simbolo “ ™~ ”en E.C.I.L. v en E.C.M.L.
y P p ) y Yy

ECML ! Y
R 1

Jj=

también el término “estimador de”.

Es importante observar la siguiente relacion entre los errores

1 NR 1 n
NE ; E.C.LL.;j(h) = " ; E.C.M.L.(%;, h)

y andlogamente para el E.C.I. y el E.C.M.

Los cuadros y gréaficos se encuentran en el Apéndice B. Los Cuadros B.5 a B.18 resumen
los resultados de la simulacién. Para cada uno de los modelos en estudio y para cada valor de
abertura de ventana, los cuadros reportan la media y la mediana (esta ultima entre paréntesis)
de los valores de {E.C.L.L.;(h)}}% ;=1 correspondientes a cada uno de los tres estimadores, para
cada tamano de muestra (n = 100, 200 para contaminaciones simétricas y n = 100 para

asimétricas) y para cada proporcién de contaminacion.

Las Figuras B.7 a B.32 fueron ordenadas en tres secuencias o grupos. En la primera se-
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cuencia, Figuras B.7 a B.10, para cada modelo se muestran los graficos de los valores de las
variables respuestas versus los puntos del disenio segiin nivel de contaminacién simétrica, para
una muestra dada. En un segundo grupo, Figuras B.11 a B.30, se exhiben las densidades
(estimadas) del E.C.I.L.(h) para tamanos de muestra n = 100, segtin nivel de contaminacién
y ordenas por abertura de ventana (las correspondientes a n = 200, como el comportamiento
es muy similar, se omitieron). Finalmente, las Figuras B.31 a B.32, comparan para e = 0y
0.20, respectivamente, el comportamiento del E.C.M.L. de los tres estimadores en el modelo

M?2 segun abertura de ventana (el tamano de muestra es n = 100).

La simulacion tiene como objetivos los siguientes:

a) Comparar el comportamiento de los tres estimadores en los diferentes modelos utilizando

el E.C.I.L. para contaminaciones simétricas y asimétricas.

b) Analizar la influencia de la abertura de ventana sobre el comportamiento de los esti-

madores, para ambos tipos de contaminacion.

c) Contrastar los resultados de la estimacién en modelos heterosceddsticos frente a modelos

homoscedésticos.

4.4.2. Analisis y Conclusiones.

A lo largo de las siguientes consideraciones cuando cuando hablamos de mejor (peor)
desempeno de un estimador estamos refiriéndonos a su menor (mayor) E.C.I.L.. Andlogamente

cuando el criterio es el E.C.M.L.
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En ausencia de contaminacién, el estimador de Rice, 7y, tiene el mejor desempeno en
los tres modelos M1, M2 y M3 cuando el valor de la abertura de ventana es el més pequeno

(h = 0.04); para valores més grandes de h el estimador se deteriora.

En relacion a los restantes estimadores hay que mencionar que, si € = 0, actiia mejor ogpyp,
que Ogr,, en los tres modelos, mostrando un comportamiento similar al que tenfa en el modelo
homoscedastico. Los menores valores medios de E.C.I.L. de estos estimadores se alcanzan al
interior de cada modelo M1 y M3 para un valor intermedio de suavizado (h = 0.2) mientras

que para M2 en el menor valor de ventana (h = 0.04).

Cuando se introduce contaminacién, ya sea asimétrica o simétrica, oy, se deteriora rapi-
damente a medida que aumenta e, observandose tanto en los cuadros como en los graficos
de las densidades estimadas (aumentando la concentracién de masa en la cola derecha de la
distribucién) del E.C.I1.L. Los estimadores robustos oy, ¥ Oppu, tienen un mejor desempeno

que O -

Analicemos primero el esquema con contaminacién simétrica. En los modelos heteros-
cedasticos M1y M3, para ambos estimadores, los menores valores del E.C.1.L. se alcanzan en
el valor de ventana h = 0.2, mientras que en el M2 en h = 0.04. En todos los modelos tiene
un mejor desempeno Oy, qUE Opr . Esta descripeion también se refleja en los graficos de las

densidades.

Es importante mencionar aqui la situacién diferente segin la abertura de ventana que

se presenta para los modelos M1 y M3 en contraposiciéon a M2. En primer lugar hay que
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hacer notar que en este tultimo modelo se encuentran, en general, los mayores valores del
E.C.LL.. Esto se explica a partir de la oscilacién (presencia de minimos y maximos locales) de
la funcién de escala, lo que produce diferencias sucesivas en las respuestas mayores que en los

otros modelos y, por lo tanto, se requieren valores menores de abertura de ventana.

En las Figuras B.31 y B.32 se muestran los graficos de la funcién de escala del modelo M2
y los valores de E.C.M.L. para los tres estimadores versus los puntos del disenio z;. Cuando
¢ = 0 y la abertura de ventana es la menor (h = 0.04), 7y, es superior a los estimadores
robustos y, entre éstos, Oppy,n, €8 Mejor que oyr . Cuando el tamaifio de la abertura aumenta el
comportamiento de oy, empeora. Cuando la proporcién de contaminacion es alta, e = 0.20, los
estimadores robustos son claramente superiores al estimador de Rice para todas las aberturas
de ventana y, para h = 0.04, Gpupy, tiene un mejor desempefio que Oyr, (confirmando el
analisis realizado desde el punto de vista del E.C.I1.L.). Observar que las zonas de los puntos
del disefio que aportan mayores valores al E.C.M.L. son los entornos de los puntos criticos de

la funcion de escala.

En relacién al modelo homoscedéstico (M.E.G.) el estimador oy, es el mejor cuando € = 0
pero se quiebra en presencia de contaminacién. Cuando los datos estan contaminados, los
estimadores robustos tienen mejor desempeno pero no aparecen diferencias sustanciales cuando

variamos la abertura de ventana.

Cuando la contaminacién es asimétrica, para el modelo M2 y M3 los menores valores del
E.C.L.L. se alcanzan para el estimador 0y, €n las aberturas de ventana h = 0.04 y h = 0.2,

respectivamente. Para el modelo M1, si ¢ = 0.10, los menores valores del error se alcanzan
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para Oyr,, en la abertura h = 0.5.

A partir de las consideraciones anteriores podemos establecer algunas conclusiones, las
cuales no pretenden ser generalizaciones absolutas (tengamos en cuenta que estan basadas

sobre los modelos considerados) sino sélo sugerencias a tener en cuenta.

(C1) El estimador de Rice de la escala local, 7y ,,, es claramente no robusto en presencia de

contaminacion, sea simétrica o asimétrica.

(C2) Los estimadores robustos, en presencia de heteroscedasticidad son sensibles a la eleccién
de la abertura de ventana. Cuando los datos sugieren que la funciéon de escala presenta
oscilaciones es mejor elegir una abertura de ventana pequena mientras que si sugieren
que la funcién de escala es mondtona, es preferible un valor de suavizado intermedio. El
estimador Ty , €s mas robusto que oy, a la presencia de ambos tipos de contaminacion

en casi todos todos los modelos (excepto en el modelo M1 con contaminacién asimétrica).

(C3) Cuando la escala es global no hay influencias sustanciales de la abertura de ventana sobre
los estimadores. Por lo tanto, como era de esperar, seran preferibles los M-estimadores
de escala global. Sin embargo, los estimadores de la escala local pueden ser utilizados

para contrastar las hipétesis de homoscedasticidad.
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Conclusiones

En esta seccién, presentaremos una sintesis de los principales resultados de la tesis. La
estimacién robusta de la funcién de escala en modelos de regresiéon no-paramétricos tiene
importancia en problemas donde, o bien en si misma es un elemento intrinseco al fenémeno,

o bien es necesaria para contar con estimadores robustos de la funcién de regresion.

Cuando la funcién de escala es constante, para modelos no—paramétricos con diseno fijo,
propusimos una familia de estimadores robustos, los M —estimadores de escala basados en las
diferencias sucesivas de las variables respuesta del modelo. Los miembros de esta familia son
una expresion robusta del cldsico estimador (no robusto) de Rice (1984) y una generalizacion
de los estimadores de Boente-Fraiman-Meloche (Boente et al., 1997). Para la familia de los

M —estimadores:

= hemos probado consistencia y normalidad asintética, usando herramientas de conver-
gencia de funcionales sobre espacios métricos separables y completos. Demostramos que

la tasa de convergencia alcanzada es 6ptima, del orden de /n.

105
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= utilizando la teoria de méaximo sesgo asintotico, hallamos una expresion del dicho sesgo

y demostramos que alcanzan el punto de ruptura asintético éptimo de 1/2.

= realizamos estudios de simulacién para determinar las propiedades de los miembros de

la familia sobre muestras finitas, comparando nuestra propuesta con otras.

Para modelos no—paramétricos (con diseno fijo) en los cuales la funcién de escala no es
constante, introdujimos la familia de los M —estimadores locales de la escala basados también
en diferencias sucesivas (de las respuestas) y, definidos a través de familias generales de pesos.

Obtuvimos los siguientes resultados

= A través de elementos tedricos mencionados en el paragrafo anterior y de teoria asintética
de procesos p—mezclantes, probamos consistencia y hallamos la distribucién limite de

la sucesién de estimadores.

= Demostramos, utilizando elementos tedricos de procesos estocasticos en el espacio de
las funciones continuas (sobre un compacto de IR), que cuando los M —estimadores
definidos a partir de ntcleos y con aberturas de ventana adaptivas poseen el mismo

comportamiento asintotico que cuando la ventana es deterministica.

= Analogamente, realizamos estudios de simulaciéon para muestras finitas.

La importancia de estos resultados es que permitiran a futuro obtener estadisticos para
testear en forma robusta hipdtesis paramétricas sobre la funcién de varianza, en particular,

homoscedasticidad. Por otra parte, el estimador propuesto por Boente et al. (1997) no estd in-
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cluido en los resultados de distribucion asintotica descriptos en esta tesis ya que corresponde,
como la mediana, a una funcién de escores no derivable. Como en Boente y Fraiman (1995), se
podria derivar el comportamiento asintético del estimador Gy, () siempre y cuando U5 tenga
densidad (dicha distribucién serfa un caso limite de la dada). La ventaja de nuestra propuesta
es que la distribuciones del entorno no se reducen a distribuciones absolutamente continuas,
sino que permitimos cualquier distribucién G para los errores que cumpla la Hipdtesis 14 que,
como hemos visto, es poco restrictiva obteniendo un comportamiento para muestras finitas

andlogo al del estimador propuesto por Boente et al. (1997).



Apéndice A

Resultados Auxiliares

Demostracion de la Proposicion 2.3. La m—dependencia implica que, para cada entero
1 <k <m+1, {&kﬂ(mﬂ)}jzo es una sucesion de variables aleatorias independientes con
media cero y uniformemente acotadas con lo cual es posible aplicar la ley fuerte de los grandes
nimeros para variables aleatorias independientes (que abreviaremos por LFGNI). De este

modo si para cada n y cada k=1,...,m + 1 definimos
Iin={i: 1<i<n,i=k+j(m+1) para algin j € IN}

Skin = D icr, . §i/##kn entonces S,/n = 371 &i/n = A B Ska/n, de donde, por la
LFGNI, para cada k, S, =%, 0 cuando n — oo y por ende, S, —> 0 ya que #Iyn/n —

1/(m+1).00

108
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Demostracién del Lema 3.1. Por las Hipdtesis 4 y 5

n—1

Ans(s) = Aiy(s)] = (”_1)1/2ﬁ;><(%)—x("f)

n—1
< (n=1)7"(as) M Ixll, Y 1Y —oUr|
=1

= =172 ) il X Lot — o)
< (= 1)) Lol Il (0 = 1),

< Kn'?M,

con K una constante. Por la Hipétesis 6, M,, = O(n™"), luego n'/2M,, = o(1). O
Demostracién del Lema 3.2: Probemos (i). Para simplificar, definamos x;(y) = x(oy/(as)).
Sea s > 0 arbitrario y sea {sn}n21 una sucesion de términos positivos tal que lim,,_,o s, = s.
Dado y € IR, la continuidad de x implica que lim,, . s, (y) = Xxs(y). Como x estd acotada,
por el Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue, se tiene que

lm Ag(sa) = lm [ xo (1)dG*(y) = / )G () = Ac(s),

n—oo n—oo

resultando A\g una funcién continua.

Por las propiedades de x es inmediato que Ag es mondtona no—creciente. Para mostrar

que Ag es estrictamente decreciente, supongamos por el absurdo que existen s; < s reales
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positivos tales que Ag(s1) = Ag(s2). Luego,

0= as1) = Aalsz) = [ e () = s ()] (0)d, (A1)
“+oo
donde ¢* es la densidad de G*, dada por ¢g*(y) = / g(y—x)g(—x)dz. Como xs, (v) > s, (¥)

para todo y € IR y dado que g* es estrictamente positiva (ya que g lo es por la Hipétesis 8),

(A.1) implica que

asy aso

X (ﬂ) - X <ﬂ> = ( para casi todo punto y.

Pero esto contradice que y sea estrictamente creciente sobre el conjunto {u > 0: x(u) < 1},
de donde se deduce que \g es estrictamente creciente. Finalmente, la derivacion de los limites
resulta de una aplicaciéon directa del Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue

utilizando las propiedades de la funcion y.

Probemos (ii). Tengamos en cuenta que

as

S(G*) = inf {s>o: E [X (“Uf)] gb} —inf {s>0: Ag(s) < 0}.

Dado que, por el item (i), Ag es una funcién continua y estrictamente creciente tal que

lims 00 Ag(s) = —by lim, 0+ Ag(s) =1 —bcon 0 < b < 1, se concluye la validez de (ii).

Para probar (iii), sin pérdida de generalidad, para simplificar, asumamos que o = 1. Sean

{B;}iz12 v.a’s 1.1.d. tal que By ~ Binomial(1, €) e independientes de {V;, W;}, i = 1,2. Luego
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U; se puede expresar como U; = (1 — B;) V; + B;W,;, i = 1,2y, de este modo,

5 {x <U2—U1)} 5 {X<(1—BQ)V2+BQWQ—(1—Bl)V1—Blwl)}
=P =080 [ (255 [ p om0 [ (BT
crm=0m -0 [ (MY p sy (2]

La descomposicién en (iii) se deduce de manera directa a partir de esta iltima expresion y te-
niendo en cuenta que las variables aleatorias { B; };—1 2 son independientes y tienen distribucién

comun Binomial(1,¢€). 0]

De aqui en més, sin pérdida de generalidad, asumiremos como se mencioné en la Obser-

vacion 3.5 que el parametro de escala es 0 = 1.

Demostracién del Lema 3.3. Demostremos (i). Fijemos s > 0 y utilicemos el Lema 3.2(iii)

para expresar

A, (s) = (1—€é)E {X (ZQ — Zl)] +2¢(1—€)E

as

as

con Zy,Zy v.aa’siid., Z; ~ Fy, {Wi(n)}i:m v.a.’s 1.1.d. con Wl(n) ~ H,.

+ €E —b, (A.2)

Analicemos la convergencia, cuando n — oo, del segundo y tercer término de (A.2). Note-

mos que la densidad de Zy — Wl(n) estd dada por g(z) = (1/n) /¢ (x —y/n) fo(y)dy, donde
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¢»=®"y fo =F,. En consecuencia,

X (ZQ_G—SVW)] = /x (é) g(x)dx = //X (%) %cb (x ; y) fo(y)dydz

0, equivalentemente,

E

E

X<Z2 Wln>] // (””“) Fol2)b(u)dzdu. (A.3)

Tomando limite, cuando n tiende a infinito, a ambos lados de esta igualdad y utilizando
el Teorema de la Convergencia Dominada de Lebesgue y considerando que, por hipdtesis,
X(c0) = 1 se obtiene facilmente que el segundo término de la suma en (A.2) tiende a 1. Con
un argumento similar podemos probar que el tercer término en (A.2) también tiende a 1. En

consecuencia,

n— oo as

Iim Mg, (s) = (1— )E {X (22 —_ Zl)} +2(1 =€)+ € —b=\(s).

Resta demostrar que dado s > 0, para todo n > 1, Ag,(s) < Ag,,,(s). Para ello, teng-
amos en cuenta la descomposicién de Ag, hecha en (A.2). Consideremos 7, Z; como antes y

{W.("+1)}i=1,2 v.a.’s i.i.d. con Wl(nﬂ) ~ H, 1, entonces, por (A.2),

Ao, (s) = (1-)E {x( )}+26(1—6)E X<Z2_G—VL/1(71+1)>]

(n+1) (n+1)
X <W2 asz )] —b. (A.4)

Zy — 72
as

+ €°F
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Utilizando el tipo de desarrollo hecho en (A.3), es inmediato probar, por las propiedades de
la funcién de escores, que

_ (n) . (n+1)
. (ﬂ) . (%)] | (A5)
as as

Ahora, como para cada k =n,n + 1, Wi(k) ~ N(0,%k%), i = 1,2 y son independientes, con un

E <F

simple cambio de variables obtenemos

(e

E

/X (\/""fn) iz (A.6)
/X <U\/_n> Sl
/

X (“f nt ”) o(u)du

. W2n+1 _ W1(n+l)
as '

La desigualdad anterior es estricta por las propiedades de la funciéon y. Para probarlo, basta

A

Il
t

usar un razonamiento analogo al usado en el Lema 3.2 para demostrar que \g es estrictamente
creciente. Por las descomposiciones de A\g,(s) ¥ Ag,.,(s) dadas en (A.2) y (A.4), respectiva-

mente, y las desigualdades (A.5) y (A.6) se concluye que Mg, (s5) < Ag,.,(s).
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Probemos (ii) y (iii). Si escribimos

/\+(s):(1—62){E {X (Zz_Zlﬂ —b+b}+e(2—e)—b

as

= (1= ) {Ap(s) + b} +e(2—¢) —b.

entonces las afirmaciones de los items (ii) y (iii) se deducen de (i) y (ii) del Lema 3.2. OJ
Demostracién del Lema 3.4. Es completamente andloga a la del Lema anterior. O

Demostracién del Lema 4.2. Probemos (a). Sea X; = w,,;Z;, entonces el Lema 4.1 implica

que

62
I>e] <2exp|-———C ). AT
) p( 25 w> (A1)

En consecuencia, (a) se sigue de la siguiente desigualdad

n—1 n—1

2
E w, ; < E |Wni| Wi, < Mw,.
i=1 i=1

Demostremos (b). Utilizando el inciso anterior obtenemos

con a = €2/(2¢2M) y h, = w;'. Por (iv) de la Hipdtesis 11, lim, . h,/log(n) = oo y

asi obtenemos Y, exp (—ah,) < oo, concluyendo la prueba. [J
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Demostracién del Lema 4.3. Demostraremos (4.21) probando las siguientes dos igualdades

G PA(s,2) = eV Xun(s,x) + 0p(1) (A.8)
c,;l/?me(s, r) = 051/2)\;"%1)(8, x)+ 051/2)\1,”(3, z) + 0,(1), (A.9)
. N n—1 [71 i .
siendo A p(s,2) = Y 1 wni(T)X (—) —byU; =0(xig1)Uiy1 —o(x)U;, 1 < i <n—1como
as

n (4.9).

De las Hipétesis 4, 7(i) (que implica la continuidad Lipschitz de x) y 11(ii) concluimos que

)+ ()

P s (s, ) — e X (s, x)‘ < M2 Z |wy,i(x

< (as)' e,V ||X||L2|wn,z‘(93) i — U
= (as) ' ¢,"/? ”XHLZ |wn,i(2)||9(wit1) — g(zi)]
< (as) " llglly, IIxlly, (RM) e, 2w,
donde w, = Jax |wni(x)| y M, = Jax (xi11 — x;). La igualdad (A.8) se deduce de la
1/2

Hipdtesis 6 sobre los puntos del diseno, nM,, = O(1), y de la Hipétesis 13(i) (¢n ' “w, — 0).

Consideremos (A.9). Escribamos

1/2)\nb(s x)—c 1/2)\nb(s x)=H,+T,.
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con

H, = ci”iwm(x) {x (a(xi+1)Uiz{S— U(xi)Ui) N (a(a;iU”

Podremos concluir la validez de (A.9) si demostramos que
H, = 0,(1) y Ty = c;"* A1 (5, 2) + 0p(1).
Por las Hipdtesis 11(ii), 12 y 14 tenemos que

E[|H,|] < 1/2 Z |wni ()| B [[x (&) Ua|] o (2i41) — ()]
< 1/2 Z |wnz | V&g, ﬁﬁ |0<x1+1) U(xi)|

< (as)™' sup v(a;, Bi)e I/QZ\wm ) o (ziz1) — o(;)]

1<i<n—1

donde & = o;Uy + B;Uq con o = 7;/(as), B; = —o(x;)/(as) y 7; es un punto intermedio entre
o(zi41) vy o(x;). Como o es continua y estrictamente positiva en el [0, 1], existen K;, j = 1,2
conjuntos compactos de IR — {0} tales que a; € K1y §; € K3 1 <i < n — 1. Por el andlisis
hecho en la Observacion 4.3, sup;;<,,_1 ¥(u, 8i) < SUp(4 geic, xic, ¥(@, 3) < 00. Luego, por las

Hipétesis 6, 12 y 13(i), E[|H,|] — 0

Analicemos ahora el comportamiento de 7T;,. Para ello, consideremos el siguiente desarrollo
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de Taylor de orden 2:

n—1 n—1
Tn = Cn1/2 an,z(‘r)x ( ((li ) —C, 1/2 an,z(x)x ( (al )
=1 i=1

_ c,;l/?jj;wn,i(x)x' (25 (%) ot - ot

as as

as

el Z Wil (”) L (o(w) - ofx))?

n—1 ~
U\ 1
= ¢, PAnls,2) + 2 wa(@)xe <UZUZ ) = (o(z;) — o(2))”

=1

2

con xz2 (u) = u*x " (u) como en la Hipdtesis 7 y &; es un punto intermedio entre o(x;) y o(x),

i=1,...,n— 1. Asi, por la Hipdtesis 7(ii)

n—1
E||T, - 051/2)\17”(3,@‘} < 2 Z |wni(x)| E [
i=1

(00| i o) = o)

as inf o
1<i<n-1

x| 1/ i, )
ot P 2o i@ () —o(@)"
u€e(0,1) =

Dado que o es una funcién continua y estrictamente positiva sobre el intervalo [0, 1], entonces

inf,e(,1) 0%(u) > 0. Por ende, la constante || x2|| / inf,e0,1) 0% () es finita. Luego, la desigualdad

anterior y la Hipdtesis 15(ii) implican que F [

cfll/z)\l,n(s,x) = 0,(1).

U;
aSy (aSI) y & =

1 *
Z; — E[Z;]. Observemos que Z; = X1 (U(I)U’) donde xi(u) = wux’(u). Luego, por
o(x) aS,

la Hipdtesis 7(ii) x1 estd acotada y por ende {&;};>1 es una sucesién de v.a.’s idénticamente

T, — Cﬁl/Z}\Ln(S,x)H — 0 y entonces T}, —
Uk
Probemos ahora (4.22). Para abreviar escribamos Z; = x' (J(z) ’)
X
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distribuidas, uno—dependientes y uniformemente acotadas. Observemos que ¢y, v 2)\1,71(5, x) =

H, + 7T, con

e = @'Y wnd@EIZ] (o) - o(2)
T = @Y wnle) (Zi - BIZD (o) — o)

= cgl/z i Wi ()& (0(15) — o(x)),

entonces (4.22) quedard demostrada si probamos que

H, — B E|Z] (A.10)

T, 2 0. (A.11)

La convergencia en (A.10) es inmediata por la Hipdtesis 15(i). Demostremos ahora (A.11).

Como

Var[T,] < ¢} Z wy, 2 (o) = o(w))*

IZ [wn,i ()] [wn i1 ()] E{I&, &l (0(2:) = 0(2)) (0(2i41) — o(2))

= An+Bn7
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serd suficiente mostrar que A,, y B, tienden a cero. Tengamos en cuenta la siguiente acotacion

A = ¢ Zwi,i(x)E (7] (o(2:) = o(x))?

IN

51 WnCp Z |wni(2)] |o(2;) — U(x)‘2

= k[_1/2 W] _1/22|wnZ ) |o(z:) — o(2)]?

con k = E [€2]. Luego, por las Hipétesis 13(i) y 15(ii), A, — 0. Andlogamente para B,, tenemos

B, = c,* Z (Wi (2)] [Wni11 ()| B [|&i Eiqa]] (0(23) — 0(2)) (0(2441) — o (x))

< k[e! 1/2Z|wm o(z) — (@)

con k = E[|&1,&]]; luego B, — 0 por las mismas razones esgrimidas para A,. De este modo

Var|T,] — 0.0



Apéndice B

Cuadros y Graficos

B.1. Correspondientes a los Resultados de la Simulacion
Monte Carlo para Modelos Homoscedasticos

n E-R~(3BFM,n,3R,n) E-R-(a\PC,nyaR,n) E-R-(aBT,na 8R,n)
20 0.350 0.139 0.200
50 0.426 0.192 0.276
100 0.451 0.206 0.286
Asintotica 0.454 0.214 0.297

Cuadro B.1: Eficiencias dppv n, Opc,n Y Opr,n relativas a oy, con € = 0.

Estimador e€=005 €=010 =020 €=030 €=0.40
n =20 ORr,n 3.012 6.385 13.805 21.660 29.930
OBFM,n 0.273 0.549 2.349 7.346 15.860
Opcon 0.519 0.805 1.816 4.394 10.060
OBTn 0.352 0.578 1.449 3.720 8.544
n =50 ORr,n 2.505 5.661 13.027 20.900 29.220
OBFM,n 0.072 0.163 0.730 3.181 10.060
Oprcon 0.129 0.217 0.602 1.520 3.808
OBT.n 0.092 0.168 0.526 1.455 3.867
n=100 Ogrn 2.319 5.452 12.78 20.770 29.020
OBFM,n 0.038 0.100 0.485 2.106 7.781
Orc,n 0.063 0.118 0.382 1.050 2.672
OBTn 0.047 0.098 0.356 1.055 2.849

Cuadro B.2: Valores estimados del E.C.M. de Og y, Oppy,ns Opcn Y Opr,n. La contaminacion es

simétrica con H(y) = ®(y/10).
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Estimador e =0.05 e=0.10 e =0.20 e =0.30 e =0.40
n = 20 am 2.564 5.281 10.32 14.120 16.440
OBFM,n 0.329 1.049 6.691 17.160 26.900
Orc,n 0.560 0.917 2.274 5.011 8.280
0BT 0.386 0.678 1.842 4.054 6.591
n = 50 ORr,n 2.160 4.816 9.882 13.720 16.090
OBFM,n 0.082 0.204 1.588 9.970 23.120
Orc,n 0.140 0.248 0.645 1.306 2.053
0BT 0.102 0.196 0.577 1.276 2.119
n =100 ORr.n 2.037 4.703 9.778 13.670 16.050
OBFM,n 0.045 0.126 0.668 5.461 20.050
Tpcon 0.069 0.135 0.412 0.897 1.434
0BT 0.052 0.115 0.393 0.913 1.528

Cuadro B.3: Valores estimados del E.C.M. de Og,y, Opry,ns Opc,n Y Opt,n- La contaminacién es
asimétrica con H(y) = ®(y — 10).

Estimador e = 0.05 e =0.10 e =0.20 e =0.25 e =0.30 e =0.35
n =20 Or.n 0.723 4.029 11.550 15.340 19.660 24.320
OprM,n 0.187 0.386 1.795 6.155 61.290 73.890
Opcn 0.418 0.672 1.803 3.466 6.662 21.550
OpT 0.272 0.468 1.434 2.931 6.251 24.610
n =50 Or.n 1.012 4.777 12.220 15.360 20.290 23.660
OprM,n 0.054 0.164 1.198 3.743 69.980 76.980
Opc,n 0.109 0.226 0.876 1.553 4.109 9.943
Oprn 0.074 0.174 0.786 1.492 4.469 13.210
n = 100 Or.n 1.813 5.032 12.450 16.400 20.460 24.610
OprM,n 0.039 0.126 1.130 7.720 71.250 78.860
Opcn 0.063 0.138 0.668 1.487 3.576 11.980
Optn 0.047 0.117 0.657 1.556 4.165 19.350

Cuadro B.4: Valores estimados de E.C.M. de los estimadores 0, Opruvn, Opc,n Y Opr,n COL

contaminaciones intercaladas y H(y) = A1o(y).
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Figura B.1: Datos simulados del modelo de contaminaciones independientes con n = 100
y contaminacién simétrica H(y) = ®(y/10) para diferentes valores de e.
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Figura B.2: Datos simulados del modelo de contaminaciones independientes con n = 100
y contaminacién simétrica H(y) = ®(y — 10)para diferentes valores de e.
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Figura B.3: Boxplots para los valores de log(ox.n), 10g(0prvn), 10g8(Grcn) v 10g(0prn)
con n = 100 y en ausencia de contaminacién (e = 0).
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Figura B.6: Boxplots para los valores de log(cx ), 10g(Tsr,n), 10g(Tpcn) ¥ l0g(Tpr,n) con
n = 100 segtn proporcién € de observaciones contaminadas intercaladas con H(y) = Aqg.

127



CUADROS Y GRAFICOS 128

B.2. Correspondientes a los Resultados de la Simulacion
Monte Carlo para Modelos Heteroscedasticos

Cuadros de Resumenes FEstadisticos del Error Cuadrdtico Integrado en escala
logaritmica (E.C.I.L.).

Para modelos con contaminacion simétrica.

Estimador €=0 e =0.10 e =0.20 e =0.30
n =100 Orn 0.057 (0.052) 0.677 (0.210) 1.200 (0.636) 1.748 (1.058)
OBT,n 0.197 (0.176) 0.212 (0.189) 0.230 (0.212) 0.254 (0.235)
OprM,n 0.126 (0.114) 0.135 (0.124) 0.018 (0.001) 0.021 (0.000)
n =200 Ornp 0.029 (0.027) 0.768 (0.358) 1.524 (0.927) 2.214 (1.608)
OBT,n 0.098 (0.089) 0.104 (0.098) 0.117 (0.109) 0.138 (0.130)
OprM,n 0.063 (0.058) 0.070 (0.066) 0.084 (0.079) 0.107 (0.101)

Cuadro B.5: Media y mediana (entre paréntesis) del E.C.I.L. de los estimadores. Abertura de
ventana h = 0.04. Modelo M1 : g(x) = 2sen(4nz), o(x) = exp(x). Contaminacién simétrica.

Estimador e€=0 e =0.10 e =0.20 e =0.30
n=100 Ogrn 0.021 (0.016) 1.322 (0.199) 2.279 (0.862) 3.259 (1.525)
OpTn 0.052 (0.038) 0.058 (0.043) 0.069 (0.051) 0.086 (0.065)
Onrv,n 0.037 (0.027) 0.042 (0.033) 0.056 (0.044) 0.078 (0.060)
n =200 Ogrn, 0.014 (0.011) 1.449 (0.449) 2.846 (1.338) 4.001 (2.366)
Optn 0.029 (0.020) 0.032 (0.024) 0.041 (0.033) 0.059 (0.049)
Onrv,n 0.021 (0.016) 0.025 (0.019) 0.037 (0.030) 0.058 (0.049)

Cuadro B.6: Media y mediana (entre paréntesis) del E.C.1.L. de los estimadores. Abertura de
ventana h = 0.2. Modelo M1 : g(x) = 2sen(4nz), o(x) = exp(x). Contaminacién simétrica.

Estimador e¢=0 e =10.10 e =10.20 e =0.30
n=100 ©oprn, 0.059 (0.055) 1.603 (0.247) 2.714 (1.005) 3.817 (1.742)
OBTn 0.070 (0.062) 0.073 (0.065) 0.082 (0.068) 0.096 (0.079)
OBFMn 0.061 (0.056) 0.064 (0.059) 0.077 (0.067) 0.097 (0.081)
n =200 Ogrn, 0.054 (0.052) 1.753 (0.520) 3.342 (1.488) 4.651 (2.664)
OBT,n 0.058 (0.052) 0.059 (0.054) 0.065 (0.060) 0.081 (0.072)
Oprv,n 0.052 (0.050) 0.054 (0.052) 0.064 (0.060) 0.085 (0.077)

Cuadro B.7: Media y mediana (entre paréntesis) del E.C.1.L. de los estimadores. Abertura de
ventana h = 0.5. Modelo M1 : g(x) = 2sen(4nz), o(x) = exp(x). Contaminacién simétrica.
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Estimador e€=0 e =0.10 e =0.20 e =0.30
n =100 Ogn, 0.066 (0.061) 0.712 (0.239) 1.254 (0.687) 1.831 (1.135)
Optn 0.211 (0.184) 0.223 (0.198) 0.236 (0.212) 0.260 (0.241)
Onrv,n 0.124 (0.110) 0.124 (0.113) 0.129 (0.118) 0.139 (0.130)
n =200 Ogrn, 0.038 (0.035) 0.824 (0.407) 1.613 (1.006) 2.329 (1.718)
Oprn 0.106 (0.098) 0.110 (0.102) 0.121 (0.113) 0.140 (0.133)
Oprv,n 0.068 (0.061) 0.069 (0.064) 0.076 (0.071) 0.068 (0.072)

Cuadro B.8: Media y mediana (entre paréntesis) del E.C.1.L. de los estimadores. Abertura de
ventana h = 0.04. Modelo M2 : g(z) = 1+, o(z) = 1+ [1 +sen(10x)]%. Contaminacién simétrica.

Estimador €=0 e =0.10 e =10.20 e =0.30
n =100 Ogrn, 0.326 (0.316) 1.723 (0.599) 2.740 (1.309) 3.821 (2.088)
Oprn 0.284 (0.270) 0.276 (0.263) 0.274 (0.261) 0.275 (0.264)
Oprv,n 0.248 (0.244) 0.243 (0.239) 0.248 (0.244) 0.262 (0.253)
n =200 Ogrn 0.321 (0.315) 1.987 (0.910) 3.509 (1.906) 4.708 (2.970)
OpT,n 0.264 (0.256) 0.253 (0.248) 0.248 (0.243) 0.250 (0.245)
OprM,n 0.237 (0.235)  0.229 (0.228) 0.232 (0.230) 0.244 (0.240)

Cuadro B.9: Media y mediana (entre paréntesis) del E.C.1.L. de los estimadores. Abertura de
Modelo M2 : g(z) = 1+, o(x) = 1+ [1 + sen(10z)]?. Contaminacién simétrica.

ventana h = 0.2.

Estimador €=0 e =0.10 e =0.20 e =0.30
n =100 Orn 0.402 (0.388) 1.999 (0.670) 3.170 (1.419) 4.375 (2.281)
OBT,n 0.382 (0.359) 0.370 (0.348) 0.365 (0.347) 0.366 (0.347)
OprM,n 0.357 (0.346) 0.352 (0.342) 0.358 (0.345) 0.372 (0.352)
n =200 Orn 0.398 (0.392) 2.293 (1.003) 4.018 (2.051) 5.351 (3.237)
OBT,n 0.370 (0.357) 0.356 (0.343) 0.347 (0.337) 0.346 (0.338)
OprM,n 0.350 (0.342) 0.341 (0.336) 0.343 (0.337) 0.356 (0.346)

Cuadro B.10: Media y mediana (entre paréntesis) del E.C.I.L. de los estimadores. Abertura de
ventana h = 0.5. Modelo M2 : g(x) = 1+ z, o(z) = 1+ [1 + sen(10x)]?. Contaminacién simétrica.
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Estimador e€=0 e =0.10 e =0.20 e =0.30
n =100 Ogn, 0.058 (0.053) 0.680 (0.211) 1.204 (0.640) 1.753 (1.062)
Optn 0.203 (0.178) 0.216 (0.191) 0.231 (0.212) 0.256 (0.236)
Onrv,n 0.115 (0.101) 0.117 (0.106) 0.125 (0.114) 0.138 (0.127)
n =200 Ogrn, 0.029 (0.027) 0.770 (0.361) 1.527 (0.933) 2.219 (1.613)
Oprn 0.098 (0.089) 0.104 (0.100) 0.117 (0.110) 0.138 (0.129)
Oprv,n 0.057 (0.052) 0.061 (0.056) 0.069 (0.064) 0.085 (0.079)

Cuadro B.11: Media y mediana (entre paréntesis) del E.C.I.L. de los estimadores. Abertura de

ventana h = 0.04. Modelo M3 : g(z) =1+, o(z) = (1 + x)2. Contaminacién simétrica.

Estimador e=0 e=0.10 e=0.20 e =0.30
n=100 onn 0.030 (0.025) 1.366 (0.226) 2.344 (0.885) 3.339 (1.596)
G, 0.057 (0.042)  0.062 (0.049) 0.073 (0.056) 0.088 (0.069)
Gorrin 0.041 (0.032)  0.045 (0.035) 0.057 (0.046) 0.075 (0.061)
n =200 Ogrn 0.023 (0.020) 1.498 (0.484) 2.914 (1.394) 4.090 (2.446)
G, 0.034 (0.026) 0.037 (0.028) 0.045 (0.037) 0.062 (0.053)
OprM,n 0.026 (0.021) 0.030 (0.024) 0.041 (0.034) 0.060 (0.052)
Cuadro B.12: Media y mediana (entre paréntesis) del E.C.I.L. de los estimadores. Abertura de

ventana h = 0.2.

Modelo M3 : g(z) =1+ z, o(z) = (1 + z)?. Contaminacién simétrica.

Estimador e=0 e =0.10 e =0.20 e =0.30
n =100 Orn 0.112 (0.107) 1.711 (0.337)  2.852 (1.11)  3.974 (1.893)
OBT,n 0.109 (0.102) 0.110 (0.102) 0.116 (0.104) 0.127 (0.111)
OprM,n 0.097 (0.094) 0.100 (0.097) 0.112 (0.104) 0.132 (0.119)
n =200 Orn 0.108 (0.105) 1.873 (0.611) 3.486 (1.628) 4.823 (2.848)
OBT,n 0.096 (0.092) 0.095 (0.091) 0.010 (0.096) 0.113 (0.106)
OprM,n 0.089 (0.089) 0.021 (0.000) 0.101 (0.010) 0.121 (0.113)

Cuadro B.13: Media y mediana (entre paréntesis) del E.C.I.L. de los estimadores. Abertura de

ventana h = 0.5. Modelo M3 : g(z) = 1+ z, o(z) = (1 + z)2. Contaminacién simétrica.
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Estimador e=0 e=0.10 e=0.20 e=0.30
n=100 onn 0.014 (0.010) 1.277 (0.167) 2.207 (0.794) 3.177 (1.451)

Optn 0.047 (0.034) 0.053 (0.038) 0.065 (0.046) 0.082 (0.063)

Onrv,n 0.032 (0.024) 0.037 (0.027) 0.051 (0.037) 0.073 (0.051)
n=200 &pn 0.007 (0.005) 1.393 (0.407) 2.784 (1.276) 3.912 (2.312)

Gorm 0.023 (0.017)  0.027 (0.020)  0.037 (0.028) 0.056 (0.046)

Oprv,n 0.016 (0.011) 0.020 (0.015) 0.031 (0.024) 0.052 (0.043)

Cuadro B.14: Media y mediana (entre paréntesis) del E.C.I.L. de los estimadores. Abertura de

ventana h = 0.2.

Modelo M.E.G.: g(z) = 1+ z, o(x) = 1. Contaminacién simétrica.

Estimador e=0 e =10.10 e =10.20 e =0.30
n =100 Ogrn, 0.008 (0.004) 1.478 (0.155) 2.555 (0.843) 3.641 (1.610)
Oprn 0.027 (0.014) 0.033 (0.017) 0.044 (0.022) 0.060 (0.035)
Oprv,n 0.019 (0.010) 0.024 (0.012) 0.037 (0.021) 0.056 (0.033)
n =200 Ogrn 0.004 (0.002) 1.616 (0.416) 3.196 (1.384) 4.459 (2.524)
OpT,n 0.014 (0.007) 0.017 (0.008) 0.027 (0.017) 0.044 (0.033)
OprM,n 0.009 (0.005) 0.013 (0.007) 0.024 (0.016) 0.044 (0.034)

Cuadro B.15: Media y mediana (entre paréntesis) del E.C.I.L. de los estimadores. Abertura de

ventana h = 0.5. Modelo M.E.G.: g(z) = 1+ z, o(z) = 1. Contaminacién simétrica.
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Para modelos con contaminacion asimétrica.

Estimador e=0 e =0.10 e =0.20 e =0.30
h=0.04 0rn, 0.057 (0.052) 1.194 (1.181) 1.909 (1.915) 2.331 (2.348)
OBTn 0.197 (0.176) 0.285 (0.269) 0.494 (0.449) 0.780 (0.706)
OBFM,n 0.126 (0.114) 0.207 (0.197) 0.364 (0.356) 0.512 (0.517)
h=0.2 ORr,n 0.021 (0.016) 1.362 (1.358) 2.075 (2.076) 2.476 (2.489)
OBTn 0.052 (0.038) 0.105 (0.079) 0.251 (0.223) 0.452 (0.406)
OBFM,n 0.037 (0.027) 0.105 (0.085) 0.317 (0.286) 0.568 (0.563)
h=0.5 ORr.n 0.059 (0.055) 1.506 (1.515) 2.233 (2.242) 2.641 (2.653)
OB 0.070 (0.062) 0.056 (0.008) 0.250 (0.222) 0.443 (0.405)
TBFM,n 0.061 (0.056) 0.124 (0.103) 0.358 (0.317) 0.655 (0.713)

Cuadro B.16: Media y mediana (entre paréntesis) del E.C.1.L. de los estimadores. Modelo M1 :

g(x) = 2sen(4nz), o(x) = exp(x). n = 100. Contaminacién asimétrica.

Estimador e=0 e =0.10 e =0.20 e =0.30
h=004 0rn, 0.066 (0.061) 1.303 (1.294) 2.057 (2.068) 2.499 (2.516)
0BT 0.211 (0.184) 0.295 (0.281) 0.509 (0.465) 0.806 (0.736)
OprM,n 0.124 (0.110) 0.154 (0.143) 0.249 (0.232) 0.344 (0.340)
h=02 0Orn 0.326 (0.316) 2.132 (2.163) 2.974 (3.019) 3.443 (3.467)
OBT.n 0.284 (0.270) 0.284 (0.267) 0.405 (0.363) 0.619 (0.562)
OpFM,n 0.248 (0.244) 0.287 (0.268) 0.447 (0.464) 0.547 (0.064)
h=05 onn 0.402 (0.388) 2.244 (2.271) 3.080 (3.122) 3.541 (3.561)
OBTn 0.382 (0.359) 0.369 (0.348) 0.473 (0.430) 0.675 (0.620)
OBFM,n 0.357 (0.346) 0.404 (0.376) 0.534 (0.575) 0.572 (0.575)

Cuadro B.17: Media y mediana (entre paréntesis) del E.C.I.L. de los estimadores. Modelo M2 :
g(x) =1+2z,0(x) =1+ [1+sen(10z)]?. n = 100. Contaminacién asimétrica.
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Estimador e=0 e =0.10 e =0.20 e =0.30
h=0.04 0rn, 0.058 (0.053) 1.201 (1.188) 1.918 (1.924) 2.341 (2.359)
0BT 0.203 (0.178) 0.286 (0.269) 0.494 (0.456) 0.780 (0.703)
Gorin 0.115 (0.101)  0.154 (0.142) 0.243 (0.234)  0.327 (0.340)
h=02 0Orn 0.030 (0.025) 1.434 (1.429) 2.163 (2.164) 2.573 (2.581)
0BT 0.057 (0.042) 0.107 (0.081) 0.253 (0.225) 0.457 (0.410)
OprM,n 0.041 (0.032) 0.100 (0.081) 0.249 (0.229) 0.391 (0.409)
h=05 0Ogrpn 0.112 (0.107) 1.680 (1.680) 2.437 (2.450) 2.859 (2.873)
OBTn 0.109 (0.102) 0.144 (0.123) 0.277 (0.246) 0.471 (0.428)
OBFM,n 0.097 (0.094) 0.162 (0.142) 0.352 (0.356) 0.486 (0.528)

Cuadro B.18: Media y mediana (entre paréntesis) del E.C.1.L. de los estimadores. Modelo M3 :

g(z) =1+2z, o(x) = (1+ )% n=100. Contaminacién asimétrica.
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Graficos de valores de las variables respuestas versus puntos del diseno.
Contaminacion Simétrica.
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Modelo Heteroscedastico M1.
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Figura B.7: Valores de las respuestas versus puntos del diseno del modelo M1 con fun-
ciones componentes g(x) = 2sen(4dnz) y o(x) = exp(z). La curva corresponde al gréfico
de la funcién g. Contaminacién Simétrica.



CUADROS Y GRAFICOS 136

Modelo Heteroscedastico M2.
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Figura B.8: Valores de las respuestas versus puntos del disenio del modelo M2 con fun-
ciones componentes g(r) = 1+ 2 y o(z) = 1 + [1 + sen(10z)]2. La curva corresponde al
grafico de la funcién g. Contaminacién Simétrica.



CUADROS Y GRAFICOS

20

10

-10

-20

Modelo Heteroscedastico M3.
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Figura B.9: Valores de las respuestas versus puntos del diseno del modelo M3 con fun-
ciones componentes g(z) = 1+ y o(x) = (1 + z)?. La curva corresponde al grifico de la
funcién g. Contaminaciéon Simétrica.
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Modelo de Escala Global.
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Figura B.10: Valores de las respuestas versus puntos del diseno del M.E.G. con funciones
componentes g(x) = 2sen(4nx) y o(x) = 1. La curva corresponde al grafico de la funcién
g. Contaminaciéon Simétrica.
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Grdficos de las densidades (estimadas) del Error Cuadrdtico Integrado en
escala logaritmica (E.C.1.L.).
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Gréficos de las densidades (estimadas) del Error Cuadratico Integrado en escala
logaritmica para modelos con contaminacién simétrica.

e =0.10

Figura B.11: Densidades estimadas del E.C.I.L. para la abertura de ventana h = 0.04
en el modelo M1 (con g(z) = 2sen(4nz) y o(xr) = exp(z)), n = 100 y contaminacién
simétrica. La linea sélida de trazo fino corresponde a oy 5, la linea cortada (——) a Gppu,n
y la linea sélida de trazo grueso a Gpr p.
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Figura B.12: Densidades estimadas del E.C.I.L. para la abertura de ventana h = 0.2 en el
modelo M1 (con g(z) = 2sen(4nx) y o(x) = exp(z)), n = 100 y contaminacién simétrica.
La linea sélida de trazo fino corresponde a oy 5, la linea cortada (——) a Gppyp v la linea
sélida de trazo grueso a Tpr p.
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Figura B.13: Densidades estimadas del E.C.I.L. para la abertura de ventana h = 0.5 en el
modelo M1 (con g(z) = 2sen(4nx) y o(x) = exp(z)), n = 100 y contaminacién simétrica.
La linea sélida de trazo fino corresponde a oy 5, la linea cortada (——) a Gppyp v la linea
sélida de trazo grueso a Tpr p.
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e=0 e =0.10

Figura B.14: Densidades estimadas del E.C.I.L. para la abertura de ventana h = 0.04 en
el modelo M2 (con g(x) =1+ 2y o(z) = 1+ [1 + sen(10x)]?), n = 100 y contaminacién
simétrica. La linea sélida de trazo fino corresponde a oy, la linea cortada (——) a Gppu,n
y la linea sélida de trazo grueso a opr p.
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Figura B.15: Densidades estimadas del E.C.1.L. para la abertura de ventana h = 0.2 en
el modelo M2 (con g(z) =1+ x y o(x) = 1+ [1 + sen(10z)]?), n = 100 y contaminacién
simétrica. La linea sélida de trazo fino corresponde a oy 5, la linea cortada (——) a Gppu,pn
y la linea sélida de trazo grueso a Gpr p.
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Figura B.16: Densidades estimadas del E.C.1.L. para la abertura de ventana h = 0.5 en
el modelo M2 (con g(z) =1+ x y o(x) = 1+ [1 + sen(10z)]?), n = 100 y contaminacién
simétrica. La linea sélida de trazo fino corresponde a oy 5, la linea cortada (——) a Gppu,pn
y la linea sélida de trazo grueso a Gpr p.
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Figura B.17: Densidades estimadas del E.C.I.L. para la abertura de ventana h = 0.04 en
el modelo M3 (con g(z) =1+ zy o(z) = (1 +2)?), n = 100 y contaminacién simétrica.
La linea sélida de trazo fino corresponde a oy, la linea cortada (——) a Oppy . ¥ la linea
sélida de trazo grueso a Tpr p.
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Figura B.18: Densidades estimadas del E.C.1.L. para la abertura de ventana h = 0.2 en
el modelo M3 (con g(z) =1+zy o(z) = (1 +2)?), n = 100 y contaminacién simétrica.
La linea sélida de trazo fino corresponde a oy 5, la linea cortada (——) a Gppyp v la linea
sélida de trazo grueso a Tpr p.
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Figura B.19: Densidades estimadas del E.C.1.L. para la abertura de ventana h = 0.5 en
el modelo M3 (con g(z) =1+zy o(z) = (1 +2)?), n = 100 y contaminacién simétrica.
La linea sélida de trazo fino corresponde a oy 5, la linea cortada (——) a Gppyp v la linea
sélida de trazo grueso a Tpr p.
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Figura B.20: Densidades estimadas del E.C.I1.L. para la abertura de ventana h = 0.2 en
el modelo M.E.G. (con g(z) = 14+ z y o(z) = 1), n = 100 y contaminacién simétrica.
La linea sélida de trazo fino corresponde a oy, la linea cortada (——) a Gppy . ¥ la linea
sélida de trazo grueso a opr p.
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Figura B.21: Densidades estimadas del E.C.1.L. para la abertura de ventana h = 0.5 en
el modelo M.E.G. (con g(x) = 1+ =z y o(x) = 1), n = 100 y contaminacién simétrica.
La linea sélida de trazo fino corresponde a oy, la linea cortada (——) a Gppy ., v la linea
sélida de trazo grueso a Tpr p.
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Gréficos de las densidades (estimadas) del Error Cuadratico Integrado en escala
logaritmica para modelos con contaminacion asimétrica.

e =0.10

Figura B.22: Densidades estimadas del E.C.1.L. para la abertura de ventana h = 0.04
en el modelo M1 (con g(z) = 2sen(4nz) y o(xr) = exp(z)), n = 100 y contaminacién
asimétrica. La linea sélida de trazo fino corresponde a o 5, la linea cortada (——) a Gppy,p
y la linea sélida de trazo grueso a Gpr p.
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Figura B.23: Densidades estimadas del E.C.1.L. para la abertura de ventana h = 0.2 en el
modelo M1 (con g(x) = 2sen(4nz) y o(x) = exp(z)), n = 100 y contaminacion asimétrica.
La linea sélida de trazo fino corresponde a oy 5, la linea cortada (——) a Gppyy, v la linea

sélida de trazo grueso a Tpr p.
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Figura B.24: Densidades estimadas del E.C.1.L. para la abertura de ventana h = 0.5 en el

modelo M1 (con g(x) = 2sen(4nz) y o(x) = exp(z)), n = 100 y contaminacion asimétrica.
La linea sélida de trazo fino corresponde a oy 5, la linea cortada (——) a Gppyy, v la linea
sélida de trazo grueso a Tpr p.
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e=0 e =0.10

Figura B.25: Densidades estimadas del E.C.I.L. para la abertura de ventana h = 0.04 en
el modelo M2 (con g(x) =1+ 2y o(z) = 1+ [1 + sen(10x)]?), n = 100 y contaminacién
asimétrica. La linea sélida de trazo fino corresponde a o, la linea cortada (——) a Gppu,pn
y la linea sélida de trazo grueso a opr p.
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Figura B.26: Densidades estimadas del E.C.I.L. para la abertura de ventana h = 0.2 en
el modelo M2 (con g(z) =1+ 2y o(x) = 1+ [1 + sen(10z)]?), n = 100 y contaminacién
asimétrica. La linea sélida de trazo fino corresponde a oy, la linea cortada (——) a Gppy,pn
y la linea sélida de trazo grueso a Gpr p.
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e=0 e =0.10

Figura B.27: Densidades estimadas del E.C.I.L. para la abertura de ventana h = 0.5 en
el modelo M2 (con g(z) =1+ 2y o(x) = 1+ [1 + sen(10z)]?), n = 100 y contaminacién
asimétrica. La linea sélida de trazo fino corresponde a oy, la linea cortada (——) a Gppy,pn
y la linea sélida de trazo grueso a Gpr p.
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Figura B.28: Densidades estimadas del E.C.1.L. para la abertura de ventana h = 0.04 en
el modelo M3 (con g(z) =1+ y o(z) = (1+)?), n = 100 y contaminacién asimétrica.
La linea sélida de trazo fino corresponde a oy y,, la linea cortada (——) a Oppy . ¥ la linea
sélida de trazo grueso a opr p.
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Figura B.29: Densidades estimadas del E.C.I.L. para la abertura de ventana h = 0.2 en
el modelo M3 (con g(x) =1+ zy o(x) = (1+2)?), n = 100 y contaminacién asimétrica.
La linea sélida de trazo fino corresponde a oy 5, la linea cortada (——) a Gppyp v la linea
sélida de trazo grueso a Tpr p.
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Figura B.30: Densidades estimadas del E.C.I.L. para la abertura de ventana h = 0.5 en
el modelo M3 (con g(x) =1+ zy o(x) = (1+2)?), n = 100 y contaminacién asimétrica.
La linea sélida de trazo fino corresponde a oy 5, la linea cortada (——) a Gppyp v la linea
sélida de trazo grueso a Tpr p.
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Grdficos del Error Cuadrdtico Medio en escala logaritimica (E.C.M.L.) para
el modelo heterosceddstico M?2.
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Figura B.31: Modelo M2. (a) Gréfico de o(z) = 1+ [1 +sen(10x)]%. (b), (c) y (d) corre-
sponden a los gréficos de E.C.M.L.(z;, h) versus x; para h = 0.04,0.2 y 0.5, respectivamente
con € = 0. La linea sélida de trazo fino corresponde al E.C.M.L. de Gy 5, la linea cortada

(——) al de Ggry,n ¥ la linea sélida de trazo grueso al de Tpr .
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Figura B.32: Modelo M2. (a) Gréfico de o(x) = 1+ [1 + sen(10x)]%. (b), (c¢) y (d)
corresponden a los gréficos de E.C.M.L.(x;, h) versus z; para h = 0.04,0.2 y 0.5, respecti-
vamente con contaminacién simétrica y € = 0.20. La linea sélida de trazo fino corresponde
al E.C.M.L. de 0y, la linea cortada (——) al de Gppy,n ¥y la linea sélida de trazo grueso al

de opr p-
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